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1.1 Gauss 消元法

将方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1.1.1)

用增广矩阵表示如下： 
a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 (1.1.2)

高斯消元法会对增广矩阵进行初等行变换，即

1. 倍乘行变换：以非零常数 c 乘矩阵的某一行

2. 倍加行变换：将矩阵的某一行乘以非零常数 c 后加到另一行

3. 对换行变换：将矩阵的某两行对换位置

以上行变换的本质是对增广矩阵左乘这些初等行变换的对应矩阵 Ei(c), Eij(c), Eij，详见 4.7 节。

高斯消元法最后会化得一个行简化阶梯形矩阵，要求：

1. 全零行在最下面

2. 非全零行中，每一行第一个非零元素在上一行第一个非零元素的右边

3. 每行第一个非零元素为 1，并且这一列除了这个 1 之外其他元素都是 0

如果只满足前两条要求的矩阵称为阶梯形矩阵。每行第一个非零元素称为主元，设其在第 j 列，

则 xj 就是基本未知量。除了基本未知量，如果还剩下未知量，就被称为自由未知量。

1. 如果出现矛盾方程，即行简化阶梯形矩阵中系数矩阵部分出现全零行，但是对应的增广部分非
零，则无解。

2. 如果没有矛盾方程，当存在自由未知量时，就有无穷多解。

3. 如果没有矛盾方程，且所有变量都是基本未知量时，方程有唯一解。

有无穷多解的情况下，自由未知量的数量和解空间的维数相同，更进一步的分析具体会在第 6章
讲（到时候我还会继续授课，乐）。
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1.2 例题：线性方程组解的情况

讨论 a, b 取何值时，方程组有解或无解，写出解的情况。(40’)
ax1 + x2 + x3 = 4

x1 + bx2 + x3 = 3

x1 + 2bx2 + x3 = 4

(1.2.1)

解：Gauss 消元。
a 1 1 4

1 b 1 3

1 2b 1 4

 (3)−(2)−−−−→


a 1 1 4

1 b 1 3

0 b 0 1

 (2)−(3),(1)↔(2)−−−−−−−−−−→


1 0 1 2

a 1 1 4

0 b 0 1


(2)−a×(1)−−−−−−→


1 0 1 2

0 1 1− a 4− 2a

0 b 0 1


(1.2.2)

先考虑 b = 0，则最后一行为矛盾方程，方程组无解。于是再考虑 b ̸= 0，有
1 0 1 2

0 1 1− a 4− 2a

0 b 0 1

 (3)−b×(2)−−−−−−→


1 0 1 2

0 1 1− a 4− 2a

0 0 b(a− 1) 1− 2b

 (1.2.3)

显然此时应该考虑 a− 1 是否为 0。若 a = 1，如果 1− 2b ̸= 0 ⇐⇒ b ̸= 1
2
，那么第三条方程就

是矛盾方程，无解；若 b = 1
2
，那么第三条方程就是冗余方程，得到

1 0 1 2

0 1 0 2

0 0 0 0

 (1.2.4)

这表示方程组 
1 0 1

0 1 0

0 0 0



x1

x2

x3

 =


2

2

0

 (1.2.5)

即有 x1 + x3 = 2

x2 = 2
(1.2.6)

记自由变量 x3 = t，就有 x1 = 2− t

x2 = 2x3 = t
(1.2.7)

则 a = 1, b = 1
2
下有解

x =


x1

x2

x3

 =


2− t

2

t

 =


−t

0

t

+


2

2

0

 = t


−1

0

1

+


2

2

0

 (1.2.8)
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也就是写作 x = t(−1, 0, 1)T + (2, 2, 0)T。

下面考虑 a ̸= 1，那么就要硬解了。
1 0 1 2

0 1 1− a 4− 2a

0 0 b(a− 1) 1− 2b

 (3)/b,(2)+(3)−−−−−−−−→


1 0 1 2

0 1 0 1
b
+ 2− 2a

0 0 a− 1 1
b
− 2


(3)/(a−1),(1)−(3)−−−−−−−−−−−→


1 0 0 2 + 2b−1

b(a−1)

0 1 0 1
b
+ 2− 2a

0 0 1 − 2b−1
b(a−1)


(1.2.9)

则有

x =

(
2 +

2b− 1

b(a− 1)
,
1

b
+ 2− 2a,− 2b− 1

b(a− 1)

)T

(1.2.10)

综上，有

原方程


有无穷多解x = t(−1, 0, 1)T + (2, 2, 0)T, a = 1, b = 1

2

有唯一解x =
(
2 + 2b−1

b(a−1)
, 1
b
+ 2− 2a,− 2b−1

b(a−1)

)T
, a ̸= 1, b ̸= 0

无解, b = 0或a = 1, b ̸= 1
2

(1.2.11)

1.3 线性相关性、基和秩

在这里我不会复读书上的诸多定理。让我们去理解一下线性相关是什么。一个向量组如果线性相

关，可以认为存在多余的向量，因为它必然存在一个向量可以被组内其他向量线性表示 (P68, 定理
2.4)。
我们如果把这些“冗余”的向量从向量组中排除，直到向量组线性无关，就可以认为没有“冗余”

信息了。这时也就得到了一个极大线性无关组，这个极大线性无关组的线性扩张和原来的向量组是一

样的，因为我们去掉的只是多余的向量。

书本 P71-P72 就介绍了利用高斯消元法求极大线性无关组的一种方便的方法。
2.4 节的秩就衡量了向量组中“不冗余”的向量个数。这里我们考虑的是一个子空间的子集 S 的

秩，S 可以看成含有限或无限的向量的向量组，那我们求 S 的秩的过程其实就是去除大量“冗余”向

量，寻求它的一个极大线性无关组。因为去掉的“冗余”向量都能被这个极大线性无关组线性表示，

所以 S 中所有向量都能被它线性表示，当 S 是一个子空间时，这个极大线性无关组就成为 S 的基。

有了基之后，坐标也就有意义了。坐标的本质就是向量被基进行线性表示后，把系数专门拿出来

简单表示。从这个角度我们也更容易理解线性扩张，求线性空间的基就是去建立空间的一个坐标轴，

而求线性扩张就是根据坐标轴重建线性空间。

当然，可能是一个包含“冗余”向量的线性相关的向量组进行线性扩张，但我们需要关注的只是

其中的极大线性无关组，因此我们往往也会先求极大线性无关组（得到坐标轴）然后进行线性扩张。

1.4 例题：线性表示

求方程
√
x2 + x+ 1 +

√
2x2 + x+ 5 =

√
x2 − 3x+ 13 的实数解 (20’)
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提示：利用 x2 + x+ 1, 2x2 + x+ 5, x2 − 3x+ 13 的线性相关性。

解：设 a = x2 + x+ 1, b = 2x2 + x+ 5, c = x2 − 3x+ 13，注意到有 7a− 4b+ c = 0，则

c = (
√
a+

√
b)2 = −7a+ 4b ⇒ (4

√
a+ 3

√
b)(2

√
a−

√
b) = 0 (1.4.1)

∀x ∈ R，有
√
a > 0,

√
b > 0 ⇒ 4

√
a+ 3

√
b > 0，因此有 2

√
a =

√
b，即

2x2 + 3x− 1 = 0 ⇒ x =
−3±

√
17

4
(1.4.2)

P.S. 设
λ1(x

2 + x+ 1) + λ2(2x
2 + x+ 5) + λ3(x

2 − 3x+ 13) = 0 (1.4.3)

对 ∀x ∈ R 成立，即 
1 2 1

1 1 −3

1 5 13



λ1

λ2

λ3

 =


0

0

0

 (1.4.4)

初等行变换可以得到 
1 2 1

1 1 −3

1 5 13

→


1 0 −7

0 1 4

0 0 0

 (1.4.5)

因此可以取 (λ1, λ2, λ3)
T = (7,−4, 1)T。

1.5 线性空间，子空间及其交、和、直和、补

线性空间和子空间的注意点我觉得 wyy 的复习资料写得非常好：

遇到证明线性空间的题，对照着相关性质和注意点一条条验证就行；证明子空间，一般都会说明

或者暗示已经是一个线性空间的子集，那么验证对线性运算封闭即可。

子空间的交，就是同时属于两个子空间的向量的集合。子空间的和，可以想象为两个子空间的基

合并成一个新的向量组，去掉冗余向量后剩下的极大线性无关组张成的空间。如果没有冗余向量需要

去掉，那就说明有

dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2) (1.5.1)

结合维数公式

dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2) (1.5.2)
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我们就能知道 dim(W1 ∩W2) = 0,W1 ∩W2 = {0}。因此此时的 W1 +W2 就是直和 W1 ⊕W2。

知道了直和，那么就明白了互补空间，即直和情况下 W1 和 W2 构成互补子空间。补空间并不唯

一，这是违反第一感觉的几何直觉的，需要重视。

交、和与直和相关的题目不能太相信自己的几何直觉，要根据定义严格地去推导，因为初学者的

几何直觉往往容易出错。

1.6 例题：子空间问题

设 W 为 R 上实值函数的全体，V1, V2 分别为偶函数和奇函数的全体。求证：

(1)V1, V2 是 W 的子空间。(20’)
(2)W = V1 ⊕ V2。(20’)
解：(1)∀λ1, λ2 ∈ R, f1, f2 ∈ V1, g1, g2 ∈ V2，有

(λ1f1 + λ2f2)(−x) = λ1f1(−x) + λ2f2(−x) = λ1f1(x) + λ2f2(x) = (λ1f1 + λ2f2)(x) (1.6.1)

(λ1g1 + λ2g2)(−x) = λ1g1(−x) + λ2g2(−x) = −λ1g1(x)− λ2g2(x) = −(λ1g1 + λ2g2)(x) (1.6.2)

因此 λ1f1 + λ2f2 ∈ V1, λ1g1 + λ2g2 ∈ V2，可知 V1, V2 对于线性运算封闭，故是 W 的子空间。

(2) 首先证明 W = V1 + V2，然后证明直和。

由于 V1, V2 是 W 的子空间，有 V1 + V2 ⊆ W。而 ∀f ∈ W，有

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2
(1.6.3)

容易验证
f(x) + f(−x)

2
,
f(x)− f(−x)

2
分别是偶函数和奇函数，所以 f ∈ V1 + V2，可知 W ⊆

V1 + V2。综上得证 W = V1 + V2。

证明 V1 + V2 是直和，只需证 V1 ∩ V2 = {0}。首先我们明确这个零元 0(加法单位元) 就是值恒
为 0 的函数 f(x) = 0。

∀f ∈ V1 ∩ V2, x ∈ R，有

f(−x) = f(x), f(−x) = −f(x) ⇒ f(x) = −f(x) ⇒ f(x) = 0 (1.6.4)

因此 V1 ∩ V2 = {0}。综上得证 W = V1 ⊕ V2。

P.S. 如果将 ∀f ∈ W 构造为奇函数和偶函数的和？如果不知道这个结论，那么也可以推。设

f = f1 + f2，f1 ∈ V1, f2 ∈ V2，这样就有f1(x) + f2(x) = f(x)

f1(x)− f2(x) = f1(−x) + f2(−x) = f(−x)
(1.6.5)

就可以解得

f1 =
f(x) + f(−x)

2
, f2 =

f(x)− f(−x)

2
(1.6.6)
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2 教材及历年卷部分习题

2.1 例题：Gauss 消元 + 基的理解

【P89 T19(1)(3)】求以下子空间的一组基。

W1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 + x2 + x3 = 0, x1 − x2 + x3 = 0}

W2 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4|x1 − x2 − x3 + x4 = 0}
(2.1.1)

解：对 W1 进行 Gauss 消元。 (
1 1 1

1 −1 1

)
→

(
1 0 1

0 1 0

)
(2.1.2)

令 x3 = t，有 x1 = −t, x2 = 0。可得 x = t(−1, 0, 1)T，W1 的基为 (−1, 0, 1)T。

对 W2，令 x2 = t1, x3 = t2, x4 = t3，有 x1 = t1+ t2− t3，得到 x = t1(1, 1, 0, 0)
T + t2(1, 0, 1, 0)

T +

t3(−1, 0, 0, 1)T，最后有 W2 的基为 (1, 1, 0, 0)T, (1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)T。

2.2 例题：Gauss 消元 + 直和理解

【2020 吴志祥班期中考 T1 改编】设方程组：
x1 − x2 + x3 − x4 = 0

2x1 + 4x2 − 5x3 + 7x4 = 0

ax1 + 3x2 − 4x3 + 6x4 = 0

(2.2.1)

的解空间为 V1 ，方程组： 
4x1 + 2x2 − 3x3 + bx4 = 0

5x1 + 7x2 − 9x3 + 13x4 = 0

3x1 − 3x2 + 3x3 − 2x4 = 0

(2.2.2)

的解空间为 V2 ，是否存在 a, b ∈ R，使得 R4 = V1 ⊕ V2？如果存在，请求出可行的 a, b；如果

不存在，请证明。

解：

第一个方程组系数矩阵初等行变换得
1 0 − 1

6
1
2

0 1 − 7
6

3
2

0 0 a− 3 9− 3a

 (2.2.3)

则 a = 3 时有

(x1, x2, x3, x4)
T = t1

(
1

6
,
7

6
, 1, 0

)T

+ t2

(
−1

2
,−3

2
, 0, 1

)T

V1 = L
(
(1, 7, 6, 0)T, (1, 3, 0,−2)T) (2.2.4)
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a ̸= 3 时有

(x1, x2, x3, x4)
T = t (0, 2, 3, 1)

T

V1 = L
(
(0, 2, 3, 1)T) (2.2.5)

同理对第二个方程系数矩阵初等行变换后有
1 −1 1 − 2

3

0 12 −14 49
3

0 6 −7 b+ 8
3

 (2.2.6)

根据设变换后系数矩阵为 B，根据 r(B) ⩾ 1, r(B) + dimV2 = 3 有 dimV2 ⩽ 2。

由于 dimV1 = 1 或 2，则根据 R4 = V1 ⊕ V2，有

dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) = 4 + 0 = 4 (2.2.7)

可以确认 dimV1 = dimV2 = 2。那么

a = 3

2

(
b+

8

3

)
=

49

3
⇒ b =

11

2

V2 = L
(
(1, 7, 6, 0)T, (25, 49, 0,−36)T)

(2.2.8)

显然有 V1 ∩ V2 = L((1, 7, 6, 0)T)，与直和矛盾。所以不存在对应的 a, b。

实际上本题应当有第二种解法，但因为本题无法解出符合题意的解（即没有满足直和的解）所以

下面这种直接联立的方式失效：

由于 R4 = V1 ⊕ V2，且解向量均为四维向量，从而 V1 ∩ V2 = 0，这表明方程组



x1 − x2 + x3 − x4 = 0

2x1 + 4x2 − 5x3 + 7x4 = 0

ax1 + 3x2 − 4x3 + 6x4 = 0

4x1 + 2x2 − 3x3 + bx4 = 0

5x1 + 7x2 − 9x3 + 13x4 = 0

3x1 − 3x2 + 3x3 − 2x4 = 0

(2.2.9)

只有零解，其系数矩阵经过初等行变换后为：



1 −1 1 −1

0 6 −7 9

0 a+ 3 −a− 4 a+ 6

0 6 −7 b+ 4

0 0 0 1

0 0 0 0


(2.2.10)
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且由方程组只有零解可知，r(A) = 4，我们可以选择第 1、5 行作为 R4 的即的其中两个向量，然

后 2-4 行中三个向量有且仅有两个线性无关即可。我们考察 2-4 行，发现 a = 3 或 b = 5 时，第 3、
4 行将与第二行一致，故我们可以探究以下两种情况：

1. a = 3 且 b ̸= 5 时：dimV1 = 2，则要求 dimV2 = 2，故 b = 11
2
；2. a ̸= 3 且 b ̸= 5 时：

dimV1 = 1，且 dimV2 = 1，不合要求，舍去。

综上所述，a = 3, b =
11

2
。

2.3 内积和正交

记住内积空间定义的四条要求：对称性、正定性、第一个位置的加性、第一个位置的数乘性质。

在实空间中，由于对称性的存在，第一个位置的加性和数乘其实在第二个位置也无所谓。在复空间中，

对称性变成了共轭对称性，就需要严格保证是第一个位置。

在内积空间中可以定义向量的长度

|α| =
√
(α, α) (2.3.1)

内积空间中还有很多性质，关注 P79 定理 2.8，注意是因为 Cauchy-Schwarz 不等式才定义出了
角度。随后又有了勾股定理。内积空间中这些性质的部分可以作为一个了解，不是考试的重点，关键

是内积空间的四条定义性质。

之前讲到基可以认为是线性空间的一个坐标系，学过高中空间解析几何建系大法的我们应该清

楚有时候我们会根据几何体的特殊情况建立非直角坐标系，甚至单位长度也不是 1。单位正交基就相
当于单位长度是 1 的直角坐标系，各坐标轴之间成直角。最常用的单位正交基就是自然基，其他情况
下我们要通过一组基获得一组单位正交基需要采用 P82 的 Schmidt 正交化：

β1 = α1, βi = αi −
i−1∑
j=1

(αi, βj)

(βj , βj)
βj , i = 2, · · · , n (2.3.2)

注意单位化。建议先将全部 β 按照以上过程求完之后再一起进行单位化，不要算一个单位化一

个，这样容易产生大量分数和根号运算。

两个子空间相互正交，等价于两个空间中各取一个向量，两个向量正交。由于正交对应内积为 0，
根据内积的正定性，W1,W2 如果相互正交，那么 W1 +W2 就是直和 (W1 ⊕W2)。（参考 P83）
直和得到全空间 V 之后，就可以定义补空间。由于正交，此时的补空间就称为正交补。补空间

不唯一，正交补空间也不唯一。

根据 wyy 的判断，正交补不太容易考。因此 2.7 至 2.9 推荐必须掌握的内容是内积空间 4 条定
义性质和 Schmidt 正交化。

2.4 例题：基，内积与 Schmidt 正交化

【2021 期末】设 V = R2×2 是按矩阵加法和数乘构成的实数域上的线性空间。

(1) 验证下列向量组构成 V 的一组基：

B =

{[
1 0

0 0

]
,

[
0 1

0 0

]
,

[
1 1

1 0

]
,

[
1 1

1 1

]}
(2.4.1)
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(2) 在 V 上定义运算

σ
(
(aij)2×2 , (bij)2×2

)
= a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22 (2.4.2)

验证 σ 是 V 上一个内积，使得 V 成为一个欧氏空间。

(3) 将 Schmidt 正交化过程用于 B 求出 V 的一组单位正交基。

解：

(1) ∀v =

[
a b

c d

]
∈ V，有

v = (a− c)

[
1 0

0 0

]
+ (b− c)

[
0 1

0 0

]
+ (c− d)

[
1 1

1 0

]
+ d

[
1 1

1 1

]
(2.4.3)

因此 B 构成 V 的一组基。(2)验证内积的四条性质。∀(aij)2×2, (bij)2×2, (cij)2×2 ∈ R2×2, λ, µ ∈ R
1. 交换性质：

σ ((aij)2×2, (bij)2×2) =
∑

i,j∈{1,2}

aijbij =
∑

i,j∈{1,2}

bijaij = σ ((bij)2×2, (aij)2×2) (2.4.4)

2. 加法性质：

σ ((aij)2×2 + (bij)2×2, (cij)2×2) =
∑

i,j∈{1,2}

(aij + bij)cij

=
∑

i,j∈{1,2}

aijcij +
∑

i,j∈{1,2}

bijcij

= σ ((aij)2×2, (cij)2×2) + σ ((bij)2×2, (cij)2×2)   

(2.4.5)

3. 数乘性质：

σ (λ(aij)2×2, (bij)2×2) =
∑

i,j∈{1,2}

(λaij)bij = λ
∑

i,j∈{1,2}

aijbij = λσ ((aij)2×2, (bij)2×2) (2.4.6)

4. 正定性：

σ ((aij)2×2, (aij)2×2) =
∑

i,j∈{1,2}

a2ij ⩾ 0 (2.4.7)

当且仅当 aij = 0, i, j ∈ {1, 2} 时取等，即 (aij)2×2 = 0 时取等。

(3) 令

α1 =

[
1 0

0 0

]
, α2 =

[
0 1

0 0

]
, α3 =

[
1 1

1 0

]
, α4 =

[
1 1

1 1

]
(2.4.8)

设 B2 = {β1, β2, β3, β4} 是 Schmidt 正交化得到的正交基（先不单位化），则
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β1 = α1

β2 = α2 −
σ(α2, β1)

σ(β1, β1)
β1 = α2

β3 = α3 −
σ(α3, β1)

σ(β1, β1)
β1 −

σ(α3, β2)

σ(β2, β2)
β2 = α3 − α1 − α2 =

[
0 0

1 0

]

β4 = α4 −
σ(α4, β1)

σ(β1, β1)
β1 −

σ(α4, β2)

σ(β2, β2)
β2 −

σ(α4, β3)

σ(β3, β3)
β3 = α4 − α1 − α2 − β3 =

[
0 0

0 1

]
(2.4.9)

发现已经是单位正交基了，那么就已经是最终答案。（如果没有这么凑巧的话，还是需要进行单

位化的）

2.5 线性映射的定义，像与核

证明线性映射 σ 是 V1(R) 到 V2(R) 的线性映射，只需要证明 ∀λ, µ ∈ R, α, β ∈ V1 有

σ(λα+ µβ) = λσ(α) + µσ(β) (2.5.1)

也等价于证明

σ(λα) = λσ(σ), σ(α+ β) = σ(α) + σ(β) (2.5.2)

定义核 Ker(σ) 和像 σ(V1) 如下：

σ(V1) = {β|β = σ(α), α ∈ V1}

Ker(σ) = {α|σ(α) = 02, α ∈ V1}
(2.5.3)

根据线性映射的定义，很容易证明它们对线性运算封闭 (P102)，那么就证明核和像就是核空间
与像空间。这里有一个重要的定理 (P102 定理 3.1)，

σ是单射 ⇐⇒ Ker(σ) = {01} (2.5.4)

一般情况下，通过这个定理证明单射比按照定义证明单射更加容易。

2.6 例题：线性映射的像与核

【P102 例 3】已知 R3 到 R2 的映射 σ 为：

σ(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 − x3) (2.6.1)

试求 Kerσ 和 σ(R3)

解：

σ (x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 − x3)

= x1(1, 0) + x2(1, 1) + x3(0,−1).
(2.6.2)

记 α1 = (1, 0)�α2 = (1, 1),α3 = (0,−1) ，可知 σ(R3) = L {α1,α2,α3}，{α1,α3} 显然是
{α1,α2,α3} 的极大线性无关组, 所以
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σ
(
R3
)
= L (α1,α3) = R2, (2.6.3)

即 σ 是 R3 到 R2 的满射. 再由 Kerσ = {(x1, x2, x3) | σ (x1, x2, x3) = θ} ，可知 σ 的核是齐次

线性方程组: x1 + x2 = 0;x2 − x3 = 0 的解空间 S ，易见 S = L(α) ，其中 α = (−1, 1, 1), 故 Ker
σ = L(α).
在这里我们简单地引入线性映射的矩阵表示：我们考虑矩阵 A ∈ Rn×n，满足

A


x1

x2

x3

 = σ(x1, x2, x3) =

[
x1 + x2

x2 − x3

]
=

[
1 1 0

0 1 −1

]
x1

x2

x3

 (2.6.4)

在第 4 章，我们会具体证明 A 和 σ 的等价性。但在这里，我们就已经可以看出 σ 对向量

(x1, x2, x3)
T 所做的与 A 对它所做的并没有区别了。在这种意义下，求解像空间实质上就是求解

A 的所有列向量的线性扩张，求解核空间就是求解 Ax = 0 的解空间（高斯消元法）。

2.7 线性映射的运算，线性映射基本定理与同构

线性映射可以进行加、复合、数乘、逆等运算，在进一步学习了矩阵和线性映射的等价性后我们

就可以知道这对应矩阵的加、乘、数乘、求逆的运算。证明它们运算后依然是线性映射是比较简单的，

可以按照书上的思路证明一下保证自己掌握这种基本题型。

因为线性映射对加法和数乘封闭，就定义了线性空间 L(V1, V2)，即所有从线性空间 V1 到线性空

间 V2 的线性映射也构成一个线性空间。注意 dimL(V1, V2) 的维数是 dimV1 和 dimV2 的乘积 (P108
定理 3.7)。可以大概只记住这个结论，因为这个部分打了两个星号，但是 2020 年的 wyy 期中考了这
个东西。

线性映射基本定理非常重要，见习题 3.7。这里也定义了线性映射的秩的概念，即像空间的维数。
这里还给出了一系列线性映射的秩的不等式，这一块理解非常困难，建议好好看书，学习课本的证明

方法。如果没能弄懂也不要急，虽然本次授课不会具体讲解秩相关的内容，但是之后的学长应该会讲

解（以及我的下一次授课应该会讲解）。

课本是在讲解了秩之后讲了重要的定理 3.3(P105) 的。在 σ ∈ L(V1, V2),dimV1 = dimV2 = n 的

前提下，以下四个条件等价：

1. r(σ) = n(σ 满秩)

2. σ 是单射

3. σ 是满射

4. σ 可逆

最后是线性空间的同构。同构，就是“结构相同”，两个线性空间同构被定义为存在同构映射，也

就是线性的双射。这里有一个重要定理 (P111 定理 3.8)，有限维线性空间同构等价于维数相同。这就
方便我们在维数有限的范围内理解了同构的本质，无需再去构建同构映射。

有了定理 3.8 之后，回看定理 3.3，就可以发现其前提条件就是 V1 和 V2 同构，因此 σ 才会有这

么好的性质。



3 习题 13

2.8 例题：同构映射

【2021 刘康生期中】设 B = [β1, · · · , βn] 是 V (R) 的一组基，T ∈ L(V )，有

T (βi) = βi+1, i = 1, . . . , n− 1

T (βn) =
n∑

i=1

aiβi

(2.8.1)

求在什么条件下，T 是同构映射。

解：

∀v ∈ V，∃b1, · · · , bn，使得 v =
n∑

i=1

biβi。则

T (v) = T

(
n∑

i=1

biβi

)
=

n∑
i=1

biT (βi) =
n−1∑
i=1

biβi+1 + bn

n∑
i=1

aiβi = a1bnβ1 +
n∑

i=2

(aibn + bi−1)βi (2.8.2)

由于 T ∈ L(V )，则 T 是同构映射 ⇐⇒ T 是双射 ⇐⇒ T 是单射 ⇐⇒ KerT = {0}。
第一步的依据是同构映射的定义，第二步的依据是 L(V ) = L(V, V ), 可以使用定理 3.3，第三步

的依据是定理 3.1。我们最后证明 KerT = {0} 的思路是，证明能使 T (v) = 0 的 v 只能是 0。

那么，令

T (v) = 0 ⇐⇒ a1bn = 0, aibn + bi−1 = 0, i = 2, · · · , n (2.8.3)

我们需要它能够推出 b1 = b2 = · · · = bn = 0，首先如果 a1 = 0，那么 bn 就可以不取 0（如取
bn = 1, bi−1 = −ai），因此必有 a ̸= 0。然后就发现 a1 ̸= 0 时就能确定 b1 = b2 = · · · = bn−1 = 0 了，

因此 a1 ̸= 0 ⇐⇒ KerT = {0} ⇐⇒ T 是同构映射，即为所求条件。

3 习题

3.1 Gauss 消元法练习

试问 λ 取何值时, 线性方程组 
λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

(3.1.1)

无解？有唯一解？有无穷多解？有解时求 (通) 解。
解：Gauss 消元开干！

λ 1 1 1

1 λ 1 λ

1 1 λ λ2

→


λ+ 2 λ+ 2 λ+ 2 1 + λ+ λ2

1 λ 1 λ

1 1 λ λ2

 (3.1.2)
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考虑 λ = −2，第一条方程构成矛盾方程，无解。考虑 λ ̸= −2


1 1 1

1 + λ+ λ2

λ+ 2
1 λ 1 λ

1 1 λ λ2

→


1 1 1

1 + λ+ λ2

λ+ 2

0 λ− 1 0
λ− 1

λ+ 2

0 0 λ− 1
(λ+ 1)2(λ− 1)

λ+ 2

 (3.1.3)

若 λ = 1，有 
1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 (3.1.4)

则有无穷解，通解为 X = (1, 0, 0)T + t1(−1, 1, 0)T + t2(−1, 0, 1)T

若 λ ̸= 1，有 
1 1 1

1 + λ+ λ2

λ+ 2

0 1 0
1

λ+ 2

0 0 1
(λ+ 1)2

λ+ 2

→


1 0 0 −λ+ 1

λ+ 2

0 1 0
1

λ+ 2

0 0 1
(λ+ 1)2

λ+ 2

 (3.1.5)

则有唯一解 X =

(
−λ+ 1

λ+ 2
,

1

λ+ 2
,
(λ+ 1)2

λ+ 2

)T

3.2 请练习课本 P71-72 用高斯消元法求极大线性无关组

3.3 请练习课本 P77 例 3，理解子空间的和、交、补

3.4 子空间的和、交、补

如果时间有限，请优先练习上一题，这题可以不练习。

【2020 吴志祥班期中考 T3】设 f1 = −1 + x, f2 = 1 − x2, f3 = 1 − x3, g1 = x − x2, g2 =

x+ x3, V1 = L (f1, f2, f3) , V2 = L (g1, g2)，求：

1. V1 + V2 的基和维数；2. V1 ∩ V2 的基和维数；3. V2 在 R[x]4 空间的补。

注：本题答案不唯一，符合要求即可。

解：

取 R[x]4 的常用基 1, x, x2, x3 ，那么 f1 的坐标向量是 (−1, 1, 0, 0)T，f2 的坐标向量是

(1, 0,−1, 0)T，f3 的坐标向量是 α3 = (1, 0, 0,−1)T，g1 的坐标向量是 (0, 1,−1, 0)T，g2 的坐标向

量是 (0, 1, 0, 1)T。

对 V1 = L (f1, f2, f3) 施行初等变换
1 1 1

1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

→


1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 (3.4.1)
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故 dimV1 = 3，对 V2 = L (g1, g2) 施行初等变换
0 0

1 1

1 0

0 1

→


0 0

0 0

1 0

0 1

 (3.4.2)

故 dimV2 = 2，对 V1 + V2 = L (f1, f2, f3, g1, g2) 施行初等变换
1 1 1 0 0

1 0 0 1 1

0 −1 0 −1 0

0 0 −1 0 1

→


1 0 0 1 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

 (3.4.3)

故 dim (V1 + V2) = 4，且它的一个基是 f1, f2, f3, g2。根据维数公式

dim (V1 ∩ V2) = dimV1 + dimV2 − dim (V1 + V2) = 1 (3.4.4)

且它的一个基是 g1。

欲求 V2 补空间的基，只需把 V2 的基扩充为 R[x]4 的基。由于 ξ1 = 1

不能由 g1, g2 线性表示，所以 ξ1, g1, g2 线性无关；对于 k1, k2, k3 ∈ R，再根据

k1ξ1 + k2g1 + k3g2 = k1 + (k2 + k3)x− k2x
2 + k3x

3 (3.4.5)

则 ξ2 = x 不能由 ξ1, g1, g2 线性表示，故 {ξ1, ξ2, g1, g2} 是 R[x]4 的基，{ξ1, ξ2} 是 V2 的补

空间的一组基，故 V2 在 R[x]4 空间的补是 L(1, x)。

3.5 证明维数公式 (P75)

若 V1, V2 是线性空间 V 的两个有限维子空间，求证

dimV1 + dimV2 = dim(V1 ∩ V2) + dim(V1 + V2) (3.5.1)

3.6 Schmidt 正交化与空间理解

设 α1 = (0, 1,−1)T, α2 = (1, 1, 0)T, α3 = (1, 0, 2)T ∈ Rn，取常用内积

(1) 求 α1, α2 之间的夹角

(2) 用 Schmidt 正交化方法将其化为标准正交基
(3) 求 (1, 1, 1)T 在该标准正交基下的坐标

解：(1)

cos ⟨α1, α2⟩ =
(α1, α2)

|α1||α2|
=

1√
2
√
2
=

1

2
(3.6.1)

则可知夹角为 π
3
。
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(2)

β1 = α1 = (0, 1,−1)T

β2 = α2 −
(α2, β1)

(β1, β1)
β1 = (1, 1, 0)T − 1

2
(0, 1,−1)T = (1,

1

2
,
1

2
)T

β3 = α3 −
(α3, β1)

(β1, β1)
β1 −

(α3, β2)

(β2, β2)
β2 = (1, 0, 2)T + (0, 1,−1)T − 4

3
(1,

1

2
,
1

2
)T = (−1

3
,
1

3
,
1

3
)T

(3.6.2)

单位化，有

γ1 =
β1

|β1|
= (0,

1√
2
,− 1√

2
)T

γ2 =
β2

|β2|
= (

2√
6
,
1√
6
,
1√
6
)T

γ3 =
β3

|β3|
= (− 1√

3
,
1√
3
,
1√
3
)T

(3.6.3)

(γ1, γ2, γ3) 即为所求标准正交基。
(3) 设 v = (1, 1, 1)T，则

(v, γ1) = 0, (v, γ2) =
4√
6
, (v, γ3) =

1√
3

(3.6.4)

可知 v 在标准正交基 (γ1, γ2, γ3) 下的坐标为 (0, 4√
6
, 1√

3
)。

3.7 证明线性映射基本定理 (P105 定理 3.2)

设 σ ∈ L(V1, V2)，如果 dimV1 = n，则

r(σ) +Ker(σ) = n (3.7.1)

3.8 线性映射基本定理进一步理解

判断以下命题的真假。如果真，请给出证明；如果假，请给出反例。

已知 σ ∈ L(V, V )，dimV = n，则由 r(σ) + dim(kerσ) = n 可得

Imσ +Kerσ = V (3.8.1)

假命题，反例如下：

设 n = 2，ϵ1, ϵ2 为 V 的一组基，定义 σ(ϵ1) = ϵ2, σ(ϵ2) = 0，则 σ ∈ L(V, V ) 且 Imσ = Kerσ =

kϵ2, k ∈ F，故 Imσ +Kerσ = kϵ2 ̸= V。

3.9 ** 多项式空间，L(V1, V2)

本题难度较高，写不出来无需自闭（×）
【2020 吴志祥班期中考】设 V (F) 是一个 n 维线性空间，σ ∈ L(V, V )，证明：

1. 在 F[x] 中有一个次数不高于 n2 的多项式 p(x) 使 p(σ) = 0；

2. σ 可逆 ⇐⇒ 有一常数项不为 0 的多项式 p(x) 使 p(σ) = 0。

解：
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1. 由于 V (F) 是一个 n 维线性空间，从而 L(V, V ) 是一个 n2 维线性空间，则 n2 + 1 个线性变

换 I, σ, σ2, · · · , σn2

必然线性相关，故存在 a0, a1, a2, · · · , an2 ∈ F，使得

a0I + a1σ + a2σ
2 + · · ·+ an2σn2

= 0 (3.9.1)

令 p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an2xn2

，则 p(x) ∈ F[x] 且次数 ≤ n2，使得 p(σ) = 0。

2. ⇒：设 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，其中 an ̸= 0 是次数最低的使得 p(σ) = 0 的多项式，假

设 a0 = 0，那么

σ
(
a1I + · · ·+ anσ

n−1
)
= 0 (3.9.2)

从而 a1I + · · ·+ anσ
n−1 ̸= 0，给定 V 的一组基以后，σ 的矩阵不可逆，故 σ 不可逆，矛盾。于

是 a0 ̸= 0。

⇐：设 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，其中 a0 ̸= 0，从而

σ

(
−a1
a0

I − · · · − an
a0

σn−1

)
= I (3.9.3)

这表明 σ 可逆，且 σ−1 = −a1

a0
I − · · · − an

a0
σn−1。
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