
竺可桢学院 2024 - 2025 线性代数辅学讲义

一、若当标准型
1.1广义特征向量 广义线性空间
1.1.1核空间的性质

定理 1 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则有

1. {0} = ker 𝜎0 ⊂ ker 𝜎1 ⊂ ker 𝜎2 ⊂ ⋯ ⊂ ker 𝜎𝑘 ⊂ ker 𝜎𝑘+1 ⊂ ⋯;
2. 设 𝑚 是满足 ker 𝜎𝑚 = ker 𝜎𝑚+1 的非负整数, 则

ker 𝜎𝑚 = ker 𝜎𝑚+1 = ker 𝜎𝑚+2 = ⋯;

3. 设 𝑛 = dim𝑉 , 则 ker 𝜎𝑛 = ker 𝜎{𝑛+1} = ⋯.

定理 2 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑛 = dim𝑉 , 则 𝑉 = ker 𝜎𝑛 ⊕ im𝜎𝑛.

1.1.2广义特征空间

定义 1 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝜆 ∈ 𝑭  为 𝜎 的特征值, 𝑛 = dim𝑉 . 如果对于向量 𝑣 ≠ 𝟎 存在正整数 𝑗 使
得 (𝜎 − 𝜆𝐼)𝑗𝑣 = 𝟎, 则称 𝑣 为 𝜎 对应于 𝜆 的广义特征向量. 𝜎 对应于 𝜆 的全体广义特征向量
与零向量构成的集合称为 𝜎 对应于 𝜆 的广义特征空间 𝐺(𝜆, 𝜎).

定理 3 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑛 = dim𝑉 , 𝜆1, ⋯, 𝜆𝑚 为 𝜎 所有互异的特征值. 则

1. (𝜎 − 𝜆𝑗𝐼)|𝐺(𝜆𝑗,𝜎) 都是幂零的.

2. 每个 𝐺(𝜆𝑗, 𝜎) 都是 𝜎 的不变子空间.

3. 设 𝑣1, ⋯, 𝑣𝑚 为任意对应于 𝜆1, ⋯, 𝜆𝑚 的广义特征向量, 则 𝑣1, ⋯, 𝑣𝑚 线性无关.

4. 𝑉 = 𝐺(𝜆1, 𝜎) ⊕ ⋯ ⊕𝐺(𝜆𝑚, 𝜎).

1.2多项式的进一步讨论
1.2.1特征多项式 Hamilton-Cayley 定理

定理 4 设 𝑉  是复向量空间, 𝑉1, 𝑉2, ⋯, 𝑉𝑚 都是 𝑉  的非零子空间, 并且满足 𝑉 = 𝑉1 ⊕⋯⊕ 𝑉𝑚.
设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑉𝑗 在 𝜎 下不变, 并且定义 𝑓𝑗 为 𝜎|𝑉𝑗

 的特征多项式, 则 𝜎 的特征多项式 𝑓  满足

𝑓 = 𝑓1⋯𝑓𝑚.

推论 5 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝜆𝑖 ∈ 𝑭  为 𝜎 的特征值, 𝑑𝑖 为 𝜆𝑖 的代数重数, 则 𝜆𝑖 对应的广义特征空间
𝐺(𝜆𝑖, 𝜎) 的维数也是 𝑑𝑖.

定义 2 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 若 𝑝 ∈ 𝑭 [𝑥] 使得 𝑝(𝜎) = 0, 则称 𝑝 为 𝜎 的一个零化多项式.

定理 6 （Hamilton-Cayley 定理） 设 𝑉  是复向量空间, 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑞 为 𝜎 的特征多项式, 则
𝑞(𝜎) = 0.
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1.2.2极小多项式

定义 3 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝜎 的极小多项式 是唯一一个满足 𝑝(𝜎) = 0 的次数最小的首一多项式.

定理 7 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑝 是 𝜎 的极小多项式.
1. 若 𝑞 ∈ 𝑭 [𝑥], 则 𝑞(𝜎) = 0 当且仅当 𝑞 是 𝑝 的多项式倍.
2. 若 𝑭 = 𝑪, 则 𝜎 的特征多项式 𝑓  是 𝑝 的多项式倍.

定理 8 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则 𝜎 的极小多项式的零点均是 𝜎 的特征值.

定理 9 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑉  能分解为 𝜎 的一些非平凡的不变子空间的直和

𝑉 = 𝑈1 ⊕⋯⊕ 𝑈𝑚,

且 𝜎|{𝑈𝑖} 的极小多项式为 𝑝𝑖, 则 𝜎 的极小多项式为

𝑝 = lcm(𝑝1, ⋯, 𝑝𝑚).

其中 lcm(𝑝1, ⋯, 𝑝𝑚) 表示 𝑝1, ⋯, 𝑝𝑚 的最小公倍式.

例 1 判断命题真伪: 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) 是非幂零算子, 满足 ker 𝑇𝑛−1 ≠ ker 𝑇𝑛−2. 则其极小多项式为

𝑚(𝜆) = 𝜆𝑛−1(𝜆 − 𝑎) 0 ≠ 𝑎 ∈ ℝ

1.3若当标准型的求解

例 2 设 𝑇  为复数域上 𝑛 维线性空间 𝑉  上的线性变换, 𝑇  在某组基下的对应矩阵是 (
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), 是

否存在线性变换 𝑆 满足 𝑆2 = 𝑇 ? 假如存在求 𝑆, 假如不存在, 说明理由, 并求 𝑇  的极小多项式以
及若当标准型.

二、内积空间上的算子
2.1内积空间的同构 伴随
定义 4 设 𝑉  和 𝑈  是 𝑭  上的内积空间, 线性映射 𝜎 : 𝑉 → 𝑈  满足 ∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 , ⟨𝜎𝑣1, 𝜎𝑣2⟩𝑈 =
⟨𝑣1, 𝑣2⟩𝑉 , 则称 𝜎 是一个保持内积的线性映射. 若 𝜎 是双射, 则称 𝜎 是一个保积同构.

定理 10 设 𝑉  和 𝑈  是 𝑭  上的内积空间, dim𝑉 = dim𝑈 = 𝑛, 若 𝜎 : 𝑉 → 𝑈  是一个线性映射,
则以下条件等价:

1. 𝜎 是一个保积同构;
2. 𝜎 将 𝑉  的任意一组标准正交基映射为 𝑈  的一组标准正交基;
3. 𝜎 将 𝑉  的某一组标准正交基映射为 𝑈  的一组标准正交基.
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定义 5 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊), 𝜎 的伴随 𝜎∗ : 𝑊 → 𝑉  满足 ∀𝑣 ∈ 𝑉 ,𝑤 ∈ 𝑊 ,

⟨𝜎𝑣, 𝑤⟩𝑊 = ⟨𝑣, 𝜎∗𝑤⟩𝑉 .

定理 11 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ):
1. 若 𝜆 ∈ 𝑭 , 则 𝜆 是 𝜎 的特征值当且仅当 𝜆 是 𝜎∗ 的特征值;
2. 若 𝑈  是 𝑉  的子空间, 则 𝑈  是 𝜎 的不变子空间当且仅当 𝑈⟂ 是 𝜎∗ 的不变子空间.

定义 6 设 𝑉  是 𝑭  上的内积空间, 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 保持内积, 若 𝑭 = 𝑹 则称 𝜎 为正交变换, 若 𝑭 =
𝑪 则称 𝜎 为酉变换.

定理 12 设 𝑉  是 𝑭  上的内积空间, 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 是保积自同构等价于 𝜎 可逆, 并且 𝜎∗ = 𝜎−1.

定理 13 设 𝜎 为保积自同构, 𝜆 是 𝜎 的特征值, 则 |𝜆| = 1.

2.2自伴算子
定理 14 设 (𝑒1, 𝑒2,…, 𝑒𝑛) 为复（实）内积空间 𝑉  的一组标准正交基, (𝑓1, 𝑓2,…, 𝑓𝑛) 是 𝑉  上
的一组基, 记 (𝑒1, 𝑒2,…, 𝑒𝑛) 到 (𝑓1, 𝑓2,…, 𝑓𝑛) 的过渡矩阵为 𝑃 , 则 (𝑓1, 𝑓2,…, 𝑓𝑛) 是 𝑉  的一组
标准正交基当且仅当 𝑃  是酉（正交）矩阵.

定义 7
1. 酉相似: 复内积空间上, 若 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑃𝐻𝐴𝑃 , 则称矩阵 𝐴 和 𝐵 酉相似.
2. 正交相似: 实内积空间上, 若 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑃𝑇𝐴𝑃 , 则称矩阵 𝐴 和 𝐵 正交相似.

定义 8 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 满足 𝜎∗ = 𝜎, 则称 𝜎 为自伴算子.

定理 15 自伴算子的特征值都是实数.

定理 16 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 是自伴算子, 𝑈  是 𝜎 的不变子空间, 则:

1. 𝑈⟂ 是 𝜎 的不变子空间;
2. 𝜎|𝑈 ∈ ℒ(𝑈) 是自伴算子;
3. 𝜎|𝑈⟂ ∈ ℒ(𝑈⟂) 是自伴算子.

定理 17 （实谱定理） 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑭 = 𝑹, 则以下条件等价:
1. 𝜎 是自伴算子;
2. 𝑉  有一个由 𝜎 的特征向量构成的标准正交基;
3. 𝜎 关于 𝑉  的某组标准正交基具有对角矩阵.

2.3正规算子
定义 9 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 满足 𝜎∗𝜎 = 𝜎𝜎∗, 则称 𝜎 为正规算子.
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定理 18 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 是正规算子, 𝑣 ∈ 𝑉  是 𝜎 对应于 𝜆 的特征向量, 则 𝑣 是 𝜎∗ 对应于 𝜆 的
特征向量.

定理 19 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 是正规算子, 则 𝜎 相应于不同特征值的特征向量是正交的.

2.3.1复正规算子

定理 20 （复谱定理） 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 𝑭 = 𝑪, 则以下条件等价:
1. 𝜎 是正规算子;
2. 𝑉  有一个由 𝜎 的特征向量构成的标准正交基;
3. 𝜎 关于 𝑉  的某组标准正交基具有对角矩阵.

定理 21 设 𝑉  是复内积空间, 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则以下条件等价:
1. 𝜎 是酉变换;
2. 𝑉  有一个由 𝜎 的特征向量构成的标准正交基, 且相应的特征值的绝对值均为 1.

2.3.2实正规算子

定理 22 设 𝑉  是二维的实内积空间, 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则以下条件等价:
1. 𝜎 是正规的但不是自伴的;
2. 𝜎 关于 𝑉  的每个标准正交基的矩阵都有 (𝑎

𝑏
−𝑏
𝑎 ) 的形式, 其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹 且 𝑏 ≠ 0;

3. 𝜎 关于 𝑉  的某个标准正交基的矩阵有 (𝑎
𝑏

−𝑏
𝑎 ) 的形式, 其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹 且 𝑏 > 0.

定理 23 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 是正规算子, 𝑈  是 𝜎 的不变子空间, 则:
1. 𝑈⟂ 在 𝜎 下不变;
2. 𝑈  在 𝜎∗ 下不变;
3. (𝜎|𝑈)

∗ = 𝜎∗|𝑈 ;
4. (𝜎|𝑈) ∈ ℒ(𝑈) 和 (𝜎|𝑈⟂) ∈ ℒ(𝑈⟂) 都是正规算子.

定理 24 设 𝑉  是实内积空间, 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则以下条件等价:
1. 𝜎 是正规算子;
2. 存在 𝑉  的一组标准正交基使得 𝜎 关于这组基具有分块对角矩阵, 对角线上的每个块要么
是 1 × 1 矩阵, 要么是形如

(𝑎
𝑏

−𝑏
𝑎 )

的 2 × 2 矩阵, 其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹 且 𝑏 > 0.
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定理 25 设 𝑉  是实内积空间, 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则以下条件等价:
1. 𝜎 是正交变换;
2. 存在 𝑉  的一组标准正交基使得 𝜎 关于这组基具有对角矩阵, 对角线上的每个元素要么是

1 或 −1 构成的 1 × 1 矩阵, 要么是形如

(cos 𝜃
sin 𝜃

− sin 𝜃
cos 𝜃 )

的 2 × 2 矩阵, 其中 𝜃 ∈ (0, 𝜋).

例 3 设 𝑆, 𝑇  是有限维内积空间上的等距变换, 证明 𝑆 相似于 𝑇  当且仅当它们有相同的特征多
项式.

2.4正算子
定义 10 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ) 满足 𝜎∗ = 𝜎 且 ∀𝑣 ∈ 𝑉 , ⟨𝜎𝑣, 𝑣⟩𝑉 ⩾ 0,则称 𝜎 为正算子.

定义 11 设 𝜎, 𝜏 ∈ ℒ(𝑉 ), 如果 𝜏2 = 𝜎, 则称 𝜏  是 𝜎 的平方根.

定理 26 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则以下条件等价:
1. 𝜎 是正算子;
2. 𝜎 是自伴算子且 𝜎 的特征值都是非负实数;
3. 𝜎 有正的平方根;
4. 𝜎 有自伴的平方根;
5. 存在 𝜏 ∈ ℒ(𝑉 ), 使得 𝜏∗𝜏 = 𝜎.

2.5奇异值分解
引理 27 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则
1. 𝜎∗𝜎 是正算子;
2. ker 𝜎∗𝜎 = ker 𝜎;
3. im𝜎∗𝜎 = im𝜎∗;
4. dim im𝜎 = dim im𝜎∗ = dim im𝜎∗𝜎.

定义 12 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊), 则 𝜎∗𝜎 的特征值的算术平方根 
√
𝜆 称为 𝜎 的奇异值, 并且重复

dim𝐸(𝜆, 𝜎∗𝜎) 次.

定理 28 （奇异值分解） 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) 有正奇异值 𝑠1, 𝑠2,…, 𝑠𝑚, 则存在 𝑉  的一组标准正
交组 (𝑒1, 𝑒2,…, 𝑒𝑚) 和 𝑊  的一组标准正交组 (𝑓1, 𝑓2,…, 𝑓𝑚) 使得 ∀𝑣 ∈ 𝑉 , 𝜎𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑓1 +
𝑠2⟨𝑣, 𝑒2⟩𝑓2 +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚.

定理 29 （极分解定理） 设 𝜎 ∈ ℒ(𝑉 ), 则存在保积自同构 𝜏 ∈ ℒ(𝑉 ) 使得 𝜎 = 𝜏
√
𝜎∗𝜎.
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例 4 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) 有极分解 𝑇 = 𝑆
√
𝐺, 其中 𝑆 是等距同构, 𝐺 = 𝑇 ∗𝑇 , 证明以下条件等价:

1. 𝑇  是正算子;
2. 𝐺𝑆 = 𝑆𝐺;
3. 𝐺 的所有特征空间 𝐸(𝜆,𝐺) 都是 𝑆-不变的.
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