
线性代数期中复习  

1. 商空间  

定义  

（1）仿射子集 设 ， 是 的子空间，则 的仿射子集是 的形如 的子集，其中 定义
为

（2）商空间    设 是 的子空间，则商空间 是指所有由诱导的等价类构成的集合，即 的所有平
行于 的仿射子集的集合，即
    

商空间是线性空间

定理  

（1）设 是 的子空间， ，则以下陈述等价：

；
；

.

（2）    设 是有限维线性空间 的子空间，则

书上给的证法是构造函数，也可以设小扩大。

题目  

（1）设 是域 上的全体多项式构成的线性空间，非零多项式 . 记
，证明：

1. 是 的一个子空间；
2. 商空间 的维数等于 ，并求商空间的一组基.

（2）设 是实系数多项式构成的线性空间，令 .
 求 的一组基和维数.

（3）判断：  是线性空间，  的  个仿射子集的交也是  的仿射子集或者空集.

2. 向量空间的积  

定义  

（1） 向量空间的积： 
（2）加法：
（3）数乘：   
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定理  

（1）积的维数是维数的和：   

（2）线性空间的和是直和当且仅当线性映射 
 是单射.  

 

题目  

设  是  维线性空间  到  维线性空间  的线性变换，证明  是  的
子空间，并求  的维数和  的维数.

对偶空间  

定义  

（1）称  上的元素为  上的一个线性泛函.

（2）称  为  的对偶空间，记作  或者 .

（3）给定 ，则定义对偶映射  为

（4）    设  为  的子空间，则称     为  的零化子.

定理  

（1） .

使用对偶基来证明

（2）    考虑线性映射 ，则

对于类似形式（在几何中称为推出和拉回）的映射，我们证明等式的思路都是直接代入定义展开证明：

（3）给定线性映射 ，则  是线性映射.
；

.

（4）零化子构成一个对偶空间的子空间.

（5）

（6）设  和  都是有限维线性空间， ，则

；
；

；
.

（7） 是单射当且仅当 是满射；

是满射当且仅当 是单射.
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（8）对偶映射的矩阵是原矩阵的转置

（9）行秩等于列秩等于矩阵的秩

题目  

（1）设 ， ， ，求 使得

（2）设 （即次数不超过4的实系数多项式全体构成的线性空间）， ， 是 的对
偶映射. 已知 ， ， . 求 .

（3）设 是由次数小于3的实系数多项式构成的线性空间. 对于 ，定义
.

1. 证明： 是 对偶空间的一组基；
2. 求 的一组基 ，使得 是 的对偶基.

（4）设  和  都是有限维线性空间， ，证明 .

（5）设 ，证明  是单射当且仅当  是满射.

（6）判断：  是有限维线性空间，  是  的真子空间，则一定存在非零的 ，使得 .

（7）判断：  是有限维线性空间，  是  的子空间，则  当且仅当 .

（8）设  是  到  的线性映射，在自然基下对应的矩阵为 ，

 是  上的线性泛函，求对偶映射  在相应对偶基下的矩阵以及 
.

 

多项式  

定义  

（1）数域上的多项式函数：    设 是数域，对于函数 ，若存在 使得对任意
有

则称函数 为系数在 中的多项式，其中 称为第 次项，使得 成立的最大整数称为多项式的次
数，记为 .

（2）多项式的带余除法：
    设 且 ，则存在唯一的多项式 ，使得

，且 .

（3）多项式的表示：
  次数不超过 n 的实系数多项式全体构成的线性空间

定理  

（1）设 是数域， ，若对任意 有 ，则
.
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（2）多项式的唯一分解定理
    设 是非常数多项式， 可以分解为不可约多项式的乘积；若有

为 的两个不可约分解，即所有的
都是不可约多项式，则 ，且经过适当调换顺序后有 .

实数域上分解为一次二次，复数域分解为一次

题目  

（1）设 ，证明： 是 的因式的充要条件是
是 的因式.

（2）设 是实系数多项式构成的线性空间，令 .
 证明： 是 的子空间；

不变子空间与本征值  

定义  

（1）不变子空间：设 ，若 的子空间 满足 ，则称 是 的不变子空
间，或称 在 下不变，简称为 -子空间.
 在 下不变当且仅当  是U上的算子．

（2）限制映射：设 是数域 上的线性空间， ，我们在 的子空间 上定义映射 如下：

则称 是 在 上的限制映射.

（3）本征值：设 是线性空间 上的一个线性变换，如果存在数 和非零向量 使得
，则称数 为 的一个特征值/本征值，并称非零向量 为 属于其特征值 的特征向量/本征向

量

（4）商算子  是  上的算子，满足

（5）上述求解特征向量的方法需要我们求解 的根，事实上 是在之
后的讨论中有核心地位的概念，我们称其为矩阵 的特征多项式，其 重根称为 重特征值（称 为代数
重数），该特征值对应的特征子空间维数称为该特征值的几何重数.

（6）设 ， 是 维复线性空间，则 必有特征值.

（7）任取 ， 是 维线性空间（无论数域是实或复），则 一定有一维或二维不变子空间.

（8）算子称为可对角化的，如果该算子关于 V 的某个基有对角矩阵．

 

定理  

（1）设 是 上的线性变换， 为恒等映射，则下述条件等价：

是 的特征值；
不是单射；
不是满射；
不可逆.
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（2）特征值线性无关

（3）至多有  个特征值

（4）上三角矩阵的条件
设 , 且  是  的基． 则以下条件等价：
(a)  关于  的矩阵是上三角的；
(b) 对每个  有 
(c) 对每个  有  在  下不变．

(b) 的推论 有任意维数的不变子空间

（5）设 V是有限维复向量空间， . 则 T关于V 的某个基有上三角矩阵．

（6） 本征空间之和是直和

（7）V是有限维的， . 用 $$ 表示T 的所有互异的本征值． 则下
列条件等价：

 可对角化；
 有由  的本征向量构成的基；
 有在  下不变的一维子空间 使得 

（8）若  有  个互异的本征值，则  可对角化

题目  

不变子空间  

 

 在一组基  下的矩阵为

    求  所有的 -不变子空间.

判断：
（1） . 若子空间  在  下不变，则其补空间  在  下也不变;

特征值与特征向量  

设  是  上的算子，它关于标准基的矩阵为 ，求  的一个由  的本征向量组

成的规范正交基.

 

 

设 满足 ，证明：存在可逆矩阵 使得

其中 为 的秩.
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幂等矩阵特征值仅有0和1

设 为 维复向量空间， ， ，则
（1） 至少有一个公共的特征向量；

（2） 存在 的一组基，使得 和 在此基下的矩阵均为上三角矩阵.

 

内积空间  

定义；  

（1）内积：符合以下条件的有序对 到 的映射：

正定性： ；
第一个位置的加性： ；
第一个位置的齐性：

共轭对称性： .

（2）内积空间：内积空间就是带有内积的向量空间

（3）范数：对于 ，  的范数（记作 ）定义为 . 

（4）正交：两个向量  称为正交的，如果 .

（5）正交分解：设  且 . 令 . 则 且 

.

（6）规范正交基：如果一个向量组的每个向量范数都是 1 且与其他向量正交则称这个向量组是规范正
交的.
任何一个向量可以写成规范正交基的线性组合：

（7）施密特正交化：

    设  是  中的线性无关向量组. 设 . 对于 ，定义  如下：

则  是  中的标准正交组，使得对  有

（8）舒尔定理：设  是有限维的复内积空间，且 ，则  关于  的某个标准正交基具有上
三角矩阵.

（9）里斯表示定理：设  是有限维的且  是  上的线性泛函，则存在唯一的向量  使得对 
 均有 .

（10）正交补：    设  是  的子集，则  的\term{正交补}（记作 ）是由  中与  的每个向量
都正交的那些向量组成的集合：
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（11）正交投影：设  是  的有限维子空间. 定义  到  上的\term{正交投影}为如下算子
：对  将其写成 ，其中  且 ，则 .

定理  

（1） 对于每个取定的 ，将  变为  的函数是  到  的线性映射.

（2） .

（3） .

（4） .

（5） .

（6） .

（7）0 正交于任何向量，0 是  中唯一一个与自身正交的向量

（8）柯西-施瓦兹不等式：设 . 则 . 等号成立当且仅当  之一是另一个的
标量倍.

（9）三角不等式：设 . 则 .

（10）平行四边形恒等式：设 . 则 .

（11）正交补的性质：

若  是  的子集（注意使用的是子集），则  是  的子空间.
.
.

若  是  的子集，则 .
若  和  均为  的子集且 ，则 .

（12）设  是  的有限维子空间，则 .

若  是有限维的且  是  的子空间，则
设  是  的有限维子空间，则 

（13）正交投影的性质：

；
对  均有 ；
对  均有 ；

；
；

；
\label{item:23:正交投影性质:7}
    ；

；
对  的每个规范正交基  均有 .

（14）设  是  的有限维子空间，  且 . 则

等号成立当且仅当 .

题目  
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（1）设 是 阶复矩阵全体构成的线性空间，
. 在 上定义二元映射

，使得对于任意的 ，有 ，其中 表
示 的共轭转置矩阵.

证明： 是复内积空间；
证明： ；
设 ，试求 使得 ，有 ，其中 .

 

（2）判断：  上存在一个内积，使得该内积确定的范数 .

（3）定义在  上的运算
       [ \langle \vec{x}, \vec{y} \rangle_V = x_1 y_1 + x_2 y_2 + (x_2 + x_3)(y_2 + y_3) ]
    其中 ， .

1. 验证  是  上的一个内积;
2. 求  在  下的一组标准正交基;
3. 求  使得 .

 

（4）设  是  的子空间，求  使得 
 最小.

 

（5）定义在  上的运算

其中 ， .

1. 验证  是  上的一个内积;
2. 求  在  下的一组标准正交基;
3. 求  使得 .

 

（6）设  是由  所张成的线性空间，求  中的向量 ，使得等式

对所有  中所有  都成立.

立体几何  

基本方程  

（1）平面方程：

根据法向量 

一般式：
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系数矩阵的秩 关系 增广矩阵的秩 解 关系

2 = 2 无穷多解 交于一条直线

1 < 2 无解 平行

1 = 1 无穷多解 重合

根据与坐标轴交点

（2）直线方程

参数方程

平面交线

几何关系  

平面关系  

将两个平面方程：

联立得到增广矩阵 ：

以及系数矩阵 :

线面关系  

将平面方程和直线方程联立：

得到增广矩阵 ：
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系数矩阵的秩 关系 增广矩阵的秩 解 关系

3 = 3 唯一解 交于一点

2 < 3 无解 平行

2 = 2 无穷多解 线在面内

系数矩阵
的秩

关
系

增广矩阵
的秩

解 关系

3 = 3
唯一
解

交于一点

2 < 3 无解
两平面交线平行于剩下一个平面或者两个平面重合
并平行于第三个

2 = 2
无穷
多解

交于一线

1 < 2 无解 平行

1 = 1
无穷
多解

重合

系数矩阵的秩 关系 增广矩阵的秩 解 关系

3 < 4 无解 不共面

3 = 3 唯一解 交于一点

2 < 3 无解 方向向量共面，平行不相交

2 = 2 无穷多解 重合

三个面的关系  

 

直线关系  

联立两个直线方程：

得到增广矩阵 ：
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度量  

点面的距离  

点  到平面  的距离为：

点线的距离  

点  到直线  的距离.

先计算出点  到直线过的点  的距离

三角形中用勾股定理计算

面面距离  

面面夹角  

线线距离  

令两条线方向向量分别为  和 ，两条线上分别有一点点  和  

若两条线平行，则两条线距离为：

，则与两条线都垂直的向量为 ，两条线的距离为 

线线夹角  

或者

线面距离  

直线：

平面：
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距离为：

线面夹角  

 

 

 

仅列举  

纯计算题：  

设 ， ， 由下面的矩阵乘法定义：

(1) 求 的像空间与核空间；

(2) 求 和 的一组基，使得 在这两组基下的矩阵为 ，其中 为 阶单位矩阵，

.

 

 

里斯表定理的逆天计算

求多项式 ，使得 .

极分解  

设 ，证明  是可逆的当且仅当存在唯一的等距同构  使得 .

正定算子  

设  是实内积空间，  是  上的可逆线性变换，满足 ，证明  
是等距同构.

设 ，对 ，定义 ，证明  是  上的内积当且仅当  是关于
原内积  的可逆正算子.

设  是内积空间  上的正规算子，证明 .
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广义特征值  

设 是 阶实矩阵 的特征值， 且 ， 的极小多项式次数为2，证明：矩阵 可逆.

若当标准型  

设 ，求 的若当标准形 和矩阵 ，使得 .

 

设算子 的特征值仅为1，代数重数为5，几何重数为3，求 的所有可能的若当标准形及相应的极小多项
式.

设 为 维复向量空间， ， 在 的一组基  下的矩阵为对角矩阵 
，且 .

（1）求 的所有一维不变子空间；

（2）求 的所有不变子空间.
        

求下列变换的所有不变子空间：

（1） ， ；

（2） ， ， ， ；

（3） ， ， .

 

设 和 是数域 上的线性空间， 是 的 个子空间且 . 证明：
和 同构.

考虑无限维，构造映射

 

 对 ，定义 1 范数为 ，设 .

 （1） 求 关于 1 范数的矩阵范数，即 ；

 （2） 已知 ， . 证明：对任何正整数 ，有

；

（3）设 ， . 证明： .（提示：若
，则 ）

 

立体几何  

 已知平面方程
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$$

$$

分别求 使分别满足

（1） 与 平行；

（2） 与 重合；

（3） 与 垂直；

（4） 与 相交，并求交线的参数方程；

（5） 原点到交线的最短距离为1.

 

求通过直线 的两个互相垂直的平面 和 ，使 过点 .

求直线 与直线 的距离.

 

考虑二直线

    求 ， 满足的条件，使得二直线

（1）平行；

（2）重合；

（3）相交；

（4）异面.

 

已知直线 ， ，试确定  满足的条件使得  是：

（1） 平行直线；
（1） 异面直线.

求过直线  和点  的平面方程，并求该点到直线的距离.

不变子空间  

（1）设 是一个有限维线性空间， 是同构映射，记其逆映射为 . 设 是 的不变子空
间，证明： 是 的不变子空间.

 

\pi_1\colon x-2y+2z+d=0,\enspace \pi_2\colon -2x+4y+cz+1=0.
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