
第⼆次辅学讲义  
线性映射及其矩阵表⽰ + 期中复习  

授课内容：  

1.线性映射的定义，运算与常⽤性质  

2.线性映射的像空间与核空间定义  

3.线性映射的确定  

4.维数公式与其证明思想及例题  

5.单射有关结论  

6.秩等式与不等式  

7.同构的定义，等价条件  

8.矩阵的引⼊、矩阵与线性映射的等价  

9.近两年期中卷题⽬选讲  

线性映射  

1 定义：  

线性空间 到 的⼀个映射 是线性的，如果 都有 ，其
中 称为出发空间， 称为到达空间，若 ，可称为线性变换。

 

定义中的 也可写作 ，这是等价的。

2 性质：  

设  

(1)  

 

注意上式中的两个0向量分别来⾃于 ，可能是不同向量

(2)  



 
若 中的向量 线性相关，则 线性相关

若向量 线性⽆关，则 线性⽆关

 

由性质(2)可直接推出:  

 

3 运算：  

设

加法与数乘：  

 

在定义了加法和数乘后，可以证明 构成域 上的线性空间。

复合：  

 

复合运算满⾜结合律

逆：  

 若 使得 ，则称该映射 为 的逆

例题 : 

 设

证 线性⽆关

 

 

线性映射的像与核  

定义：  

设

的所有元素在 下的像组成的集合

 

称为 的像，记作 ，并将 定义为线性映射 的秩

的零元 在 下的完全原像

 

称为 的核，记作



直接套⽤定义可证明， 与 均为线性空间

基础题型：求解 与  

(1)求解

⽅法：找出出发空间 的⼀组基 则像空间 ，即⼀组基的像的线性
扩张。

(2)求解

⽅法：令 ，后直接求解即可，注意 ⾄少为 ，不可能为空集。

例题 : 已知 到 的映射 为 ，求 的像和核

 

 

核空间不减性质  

(1)

 ；

(2) 设 是⾮负整数使得 ，则

 

(3)

 令 ，

则

线性映射的确定  

我们已经有了许多刻画线性映射的⼯具，接下来通过这些⼯具讨论如何通过这些⼯具唯⼀确定⼀个线性映射，并借
此提供了研究⼀个线性映射时极其有⽤的视⾓

 设线性映射 为 中的⼀组基
若 则

 设 是 的基， 是 中任意 个向量，
则存在唯⼀的 使得

这两条定理可以说明，对于固定的 中的⼀组基，每⼀组对应的 中的不同的像与⼀个线性映射是⼀⼀对应(等价)
关系

经典题型 :  

 是否存在 到 的线性映射

使得 ？

该题型解答思路:  



(1) 优先检查 , 此处 , 显然⽭盾

(2) 线性相关的向量不能映射为线性⽆关的向量, 这⾥映射后的三个像是线性⽆关的,显然⽭盾

(3) 不存在从低维数空间到⾼维数空间的满射, 这⾥映射后三个向量构成⼀组基, 显然是满射, ⽭盾

(4) 如果不违背上三条结论, 尝试构造该映射

维数公式  

对于⼀个出发空间是有限维线性空间的线性映射，维数公式描述了其出发空间，像空间与核空间的维数关系

 设 则

例题：  

判断: 已知 则有

 

已知 且

证明: (1)  (2)  (3)

 

 

 

注 : (2)是幂等变换的等价条件, 此处先证明必要性(即 )即可, 充分性在学习过秩不等式
更容易证明

单射与满射的相关结论  

设 满射的判断是容易的，只需求出 即可，下⾯给出有关单射的结论：

(1)

 是单射

(2)若 ，由维数公式直接可以得到：

 是单射 是满射

(3)不存在从低维数空间到⾼维数空间的满射

秩等式与不等式  



秩的等式与不等式是较难的⼀部分, 可选择性的学习, 本部分只列出线性映射版本的可能⽤到的结论, 矩阵版本及更
多秩不等式可见LALU第9.8节

(1)

 设 为可逆线性映射
则有

即复合⼀个可逆映射不改变线性映射的秩

(2)

 

(3) 设 , 则有 : 

 

例题 : 设 是实数域上的 阶矩阵，则矩阵秩 。

 

 

同构  

 如果由线性空间 到 存在⼀个线性双射 ，则称 和 是同构的，
记作

对于同构映射 可以得到 : 

 

下⾯给出同构的等价条件:

 

 

 

例题 : 

 证

 

 

 

矩阵  



矩阵定义  

域 中的 个元素 排成 ⾏ 列的矩形数表，称为域 上的⼀个 矩阵

记作 : 

 

设  , 我们可以先固定 中的⼀组基  与 中的⼀组基 来研究该线性映射 , 由线性映
射的确定 , 可由 唯⼀确定 , 将这组像分解为基 上的和 , 即存在唯⼀⼀组

 , 可以看出 , 在这两组固定的基下 , ⼀个线性映射与⼀组
是⼀⼀对应 (等价) 的关系 , 由此可以得到 : 

使得

 在分别固定了出发空间和到达空间的⼀组基后 ⼀个线性映射等价于⼀组

将这组 按⼀定规则排列成矩阵 , 就得到了 在这两组基下对应的矩阵表⽰

排列规则可采⽤如下记忆⽅式 : 

                               

              ||           ||                       ||

 

(因为本讲只是简单引⼊,因此只选择了基础题作为例题加深记忆,有挑战性的矩阵题⽬将安排在下⼀次辅学)

例题 :  已知 且 写出 在⾃然基下的矩阵表⽰

 

 

历年期中题⽬选讲  

(1)  

 设 ， 是 的⼀组基 且

证明： 是 的⼦空间



 

 

 (2)  

 设 为 上任⼀线性变换， 为 上恒等变换
证明： 。又问： 是否⼀定成⽴？

 

 

(4) 设 是次数⼩于等于 3 的实系数多项式的全体和零多项式⼀起组成的集合，关于多项式加法和数乘构成的实
数域上的线性空间。

 

1 证明：

 是 的⼦空间，并求 和 的⼀组基。

2 定义从 到 的映射 如下： ，令 。

证明： 是线性映射，并求 和

3 设 ，且

证明： 线性相关

 

 

 

 

(5)  

 证明替换定理：
设向量组 线性⽆关，且 。

如果存在某个 ，则 可替换 中的某个向量，成为⼀个新的线性⽆关向量组。

 

 

(6)  

 证明：如果向量组 的秩为
那么该向量组中任意 个向量组成的⼦集的秩⼤于等于 。

 

 

(7)  

 



域 上所有 矩阵组成的集合 是域 上的线性空间
定义
其中 是第 ⾏第 列元素为 ，其余元素均为 的 阶矩阵

证明： 是 的⼦空间
。

 

 

 

 

(8)判断正误并证明或举反例  

 不存在⾮零实线性映射 使得 。
设 是线性空间 的两个⼦空间 则 或 。

设 是欧式空间 中两个线性⽆关向量，且 和 都是不⼤于零的整数

则 和 的夹⾓只可能是

是⼀个⼤于 的整数，定义
证明： 是复线性空间 的⼀个⼦空间。

正整数集 对如下定义的加法和数乘法构成整数域 上的线性空间：

设 ， 是 的⼀组基 则 可逆当且仅当
是 的⼀组基。

对任意实数域 上的线性空间 ，都能找到有限个 的⾮平凡⼦空间 ，
使得 。

与所有 阶矩阵可交换的矩阵⼀定是 阶数量矩阵。
设 是复数域上的 阶矩阵，则矩阵秩 。

注 复数域上结论为
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