
25~26学年线性代数第三次辅学讲义

授课：鲁亦智

矩阵的运算和相抵标准形  
1 矩阵的基本运算  

1.1 加法和数乘  

1.1.1 定义  

教材 p123 定义4.3

设 ， ， ， ，定义：

矩阵的加法和数乘是按元素操作（element-wise）的。

1.1.2 性质  

教材 p123

加法和数乘在 封闭

加法满足结合律，交换律

数乘满足 ， ， ，

以上性质均可由定义推出。

1.1.3 与线性映射的关系  

教材 p122

设 ，取 的一组基 ， 的一组基 ，记 关于 和 的矩阵为 ， ，则

即矩阵的和（数乘）所对应的线性映射是矩阵所对应的线性映射的和（数乘）。

1.2 乘法  

1.2.1 定义  

LALU p191 定义7.4

设 ，我们定义 与 的乘积矩阵 是一个 矩阵，其中它的

第 行第 列元素为矩阵 的第 行与矩阵 的第 列对应位置元素相乘后求和的结果，即
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1.2.2 性质  

LALU p193

矩阵的乘法有如下基本性质：

（结合律）

（左分配律）

（右分配律）

使用映射的结合律、线性性和分配律直接证明对应的几何版本的正确性，或者直接暴力设出矩阵元素然后暴力计算证

明等号两边对应位置（如第 行第 列元素）相等也是可行的.

例题1

LALU p192 例7.3

设

求 和 .

这个例子表明矩阵的乘法（大多数情况下）不能交换。

事实上矩阵乘法有很多和数的乘法重要的不同：

1. 矩阵乘法不一定满足交换律（即 不一定等于 ，事实上随手写两个矩阵，很大的概率就是不交换的，甚

至交换过来不可乘）.    因此实数的完全平方公式代入矩阵不一定成立，即很多时候
；

2. 但是注意数量矩阵（即对角线上元素都相等，其余均为0，单位矩阵是其特例）和任何同阶的矩阵相乘都是可
交换的，这一点在矩阵求幂时很有用；

3. 且 不能推出 .    例如线性方程组 有非零解，若 的各列均为方程非零解，则

.

4. 消去律也不一定满足：即 不一定 .    原因在于 ，可知不

一定 .

1.2.3 与线性映射的关系  

设线性空间  的基分别为

，且  分别关于基  和  及基  和  的矩阵为 和

，即：
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则 关于基  和 的矩阵 中第 列元素 是 在基  下的坐标. 
于是有：

即得： . 从而我们从一般的线性映射出发，证明了表示矩阵的乘积等于线性映
射复合的表示矩阵. 如果用  表示  在基  和  的下的矩阵表示，那么我们的推导得到了如下结论：

例题2

LALU p193 例7.4

考虑先旋转 ，然后旋转 对应的两个变换 的复合 ，实际上就是旋转 角度，其矩阵表示为

，而矩阵乘法

这表明矩阵乘法 的结果确实与 的矩阵表示 一致.

例题3

LALU p199 例7.8

设 为两个三维线性空间之间的线性映射 对应的矩阵，求 的像空间和核空间.

例题4

LALU p199 例7.9

已知3阶矩阵 . 定义 上的线性变换 . 求 的像和核.



1.2.4 矩阵多项式  

我们在线性空间中已经介绍过，一般用 表示数域 上的次数最高为 的多项式全体，其中的元素记为

我们发现这里的自变量不一定需要是一个数，也可以是线性变换或者方阵，因为只要可以和自己相乘就能定义乘方.

例如线性映射 构成的 次多项式可以记为

其中 表示 复合 次， 表示恒等映射.

我们很容易说明当 在 的一组基下矩阵表示为 时， 在同一组基下的矩阵表示为

其中 表示单位矩阵.

由此我们便得到了矩阵多项式的定义，有如下几点需要强调：

1. 这里我们要求 是线性变换（即出发空间和到达空间一致），因为只有满足这一条件才能复合. 对于矩阵而言，
其作用在标准  维向量空间  上，所以矩阵可求幂即要求出发空间和到达空间维数相同即可，这样才能保证
矩阵的幂次可以定义（即 和 可乘，因此 的行列数一致）；

2. 上面的定义隐含： ；

3. ，其中 为方阵， 为任意正整数. 当  可逆时这一式可以拓展到全体
整数，负整数对应于逆矩阵的情况，接下来可逆的部分会作进一步解释.

例题5

LALU p198 例7.7

设 .
证明：

1. ；

2. 如果 ，则 ；

1.2.5 矩阵可交换问题  

一般来说此类问题直接设可交换矩阵的每一个元素都是未知数即可.

例题6

LALU p255 例9.2

可交换矩阵1 求所有与 可交换的矩阵，其中

更一般地，我们有如下结论：

1. 与主对角元两两互异的对角矩阵可交换的方阵只能是对角矩阵；

2. 准对角矩阵 每个对角分块为对角矩阵且每个分块内对角线元素相同，但不同对角块之间不同，则与 可交换
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的矩阵只能是准对角矩阵；

3. 与所有 级可逆矩阵可交换的矩阵为数量矩阵；

4. 与所有 级矩阵可交换的矩阵为数量矩阵.

1.3 逆  

1.3.1 定义  

LALU p202 定义7.5

设 . 若存在  使得 （不刻意强调时可以省略 ），则称矩阵  可逆，
并把  称为  的，记作 .

可逆矩阵一定是方阵。

由定义可推出如下事实：

可逆矩阵 的逆矩阵唯一.

设 ，则 与 互为逆矩阵.

1.3.2 性质  

1. 主对角元都是非零数的对角矩阵一定可逆，且逆矩阵就是对角线上元素取倒数（单位矩阵即为特例，其逆矩阵
是其自身）；

2. 注意没有加法性质（例如 可逆（则 也可逆），但 不可逆），对于数乘有

；

3. ；以上几个性质证明只需要直接验证结果即

可，即因为 ，所以根据逆的唯一性可知 一定成立；

4. ；注意这里的 和 不一定需要非负，事实上负数

就是逆矩阵的幂次或幂次的逆，如 ；

5. 若  可逆，则消去律成立，即  成立，我们只需在  的等式两边同时左乘 
 即可证明（ 的情况也是成立的，只需要等式两边同时右乘  即可证明）.这个结论的一个显

然的推论是，若  可逆且 （或 ）可以推出 （令  即可）.更进一步地，回忆
在不可逆矩阵的情况下，即使  且 ，我们也可能有 ，但当 （或 ）可逆时，根据前
面的结论可知 （或 ）必然为零矩阵，因此不可能存在这样的情况.

1.3.3 与线性映射的关系  

现在我们已经知道，矩阵加法、数乘以及乘法的定义来源于线性映射的加法、数乘以及复合，所以在讨论矩阵的逆的

时候，我们自然会想到线性映射的逆.

回忆线性映射的逆的定义，令 为可逆映射，若  使得  且 ，则称  
为  的逆映射. 其中  和  分别是  和 上的恒等映射. 需要注意的是，我们知道可逆等价于同构，因此我们要
求  和 的维数相同，设为 .

我们知道线性映射的复合对应矩阵乘法，取  的一组基  和 的一组基 ，  关于  的矩阵为
，  关于  的矩阵为 ，则  和  均为  阶方阵. 回顾，我们有

不难验证恒等映射在出发空间和到达空间取同一组基下的矩阵表示一定为单位矩阵，故
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例题7

LALU p260 例9.7

设 为非零矩阵，且 ，证明： 和 都可逆.

例题8

LALU p260 例9.8

若 是两个列向量，且 ，证明：

1. ；

2. 如果 ，则 可逆，并求其逆矩阵.

例题9

LALU p261 例9.9

设  分别是  和  的矩阵，且  可逆，则  可逆.

例题10

LALU p264 例9.14

设 是 阶方阵，且 ， 和 都可逆，证明： .

1.3.4 可逆的等价条件  

LALU p224 定理8.3

设 ，则下列命题等价：

1. 可逆；

2. ；

3. 的 个行（列）向量线性无关；

4. 齐次线性方程组 只有零解.

例题11

LALU p225 例8.1

设  是一个  阶矩阵，若 （即满足对角占优条件），证明  是可逆矩阵.

1.4 转置  

1.4.1 定义  

LALU p20 定义1.12

设 ，则 的转置矩阵是一个 矩阵，记作 ，它的第 行正好是 的第 列（ ）;
它的第 列正好是 的第 行（ ）.
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1.4.2 性质  

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

关于上述性质我们有如下说明：

性质1从计算角度来看是显然的，简而言之就是矩阵第 行变成第 列后又变回了第 行，因此矩阵不变；

性质2~4考虑从计算角度验证只需暴力计算即可，至于4的 个矩阵的情况只需要从两个相乘的情况出发数学归
纳即可，最后的幂的性质实际上将 中的 全部取成 即可；

性质5请不要忘记验证逆的运算性质的一般方法，我们只需要看到 ，这里第一

个等号运用了上面第4点转置乘法的性质. 从这一式中我们看到 是 的逆矩阵，因此利用逆的唯一性即
可得到 ；

例题12

LALU p206 例7.11

设 ，求 .

事实上利用秩为1的矩阵是计算矩阵的幂次时常用的一个技巧。

例题13

LALU p209 例7.14

是四个实数. 证明 成立的充分必要条件是 .

1.4.3 对称矩阵和反对称矩阵  

设 ，如果 均有 ，则称 为对称矩阵. 若均有 ，则称 为反
对称矩阵.

它们具有如下性质：

1. 反对称矩阵主对角元均为 ；

2.  和  均为对称矩阵；

3. 设  分别为  阶对称和反对称矩阵，则  是反对称矩阵；

4. 对称矩阵的乘积不一定对称；

5. 可逆的对称（反对称）矩阵的逆矩阵也是对称（反对称）矩阵.

例题14

LALU p208 例7.13

数域 上所有 阶方阵组成的线性空间 ， 表示所有对称矩阵组成的集合， 表示所有反对称矩阵组成

的集合. 证明： 都是 的子空间，且 .
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1.5 特殊矩阵  

1.5.1 对角矩阵  

我们一般记主对角矩阵为 ，准对角矩阵（对角线由方阵构成，其余元素为0）为 
.

设 是一个 矩阵，把 写成列向量与行向量的形式，分别为

则

即 右乘对角矩阵  相当于给  的第  列元素都乘以 ，  左乘对角矩阵
 相当于给  的第 行元素都乘以 .

对角矩阵具有如下性质：

1. 对角矩阵 可逆当且仅当对角线上元素均不为0，且此时逆矩阵为
.

2. 分块对角矩阵 可逆当且仅当每个分块 可逆，且此时逆矩阵为
.

3. 两个对角矩阵 的乘积仍然是对角矩阵，且

.

对于乘方运算，有 .

4. 两个准对角矩阵 中 和 是同级方阵，则乘积

仍然是准对角矩阵，且 .

以上性质可以通过简单计算验证。

1.5.2 上（下）三角矩阵  

已知 都是上三角矩阵，且设 的主对角元素分别为 ， 的主对角元素分别为 ，则

1. 都是下三角矩阵；

2. 仍然是上三角矩阵，且 的主对角元素为 ；

3. 可逆的充要条件是其主对角元均不为0，且 可逆时， 也是上三角矩阵，并且 的主对角元素分别为
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.

例题15

LALU p253 例9.1

已知 是 个对角元都为0的上三角矩阵，证明： .

1.5.3 自然基和基本矩阵  

回顾  中的自然基 ，我们知道  是一个  维列向量，其第  个元素为 ，其余元素为 .

自然基的运算性质：

1. ；

2. 若  是  矩阵，  中的自然基记为
，  中的自然基记为
，则

1.  是  的第  列；

2.  是  的第  行；

3.  是  的第  行第  列元素.

接下来考虑只有一个元素为 ，其余元素全为  的矩阵，即基本矩阵的运算性质. 第 行第 列元素为1的基本矩阵记为
，基本矩阵计算具有如下性质（接下来的  均表示  阶矩阵 ）：

1. ；

2. ；

3.  的结果就是把  的第  列移到第 
列的位置，其余元素都为  的矩阵；

4.  的结果就是把  的第  行移到第 
行的位置，其余元素都为  的矩阵；

5. .

1.6 矩阵的幂  

1.6.1 找规律  

例题16

LALU p264 例9.15

计算 ，其中

例题17

LALU p265 例9.17

证明如下两个矩阵的幂的性质：
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1. 设矩阵  为  阶基础循环矩阵，即  则 ，其中 

.

2. 设矩阵  为上（下）三角矩阵且主对角线元素全为 ，则 .

特别地，若  为  阶若当块矩阵，即  则 ，其中 

.

例题18

LALU p267 例9.18

求 .

1.6.2 数学归纳法  

例题19

LALU p268 例9.19

求 .

1.6.3 秩1矩阵  

已知 是秩为 1 的矩阵，记 ，下面讨论 的计算结果.

表示 的对角线元素之和，称为 的迹。

事实上， ，因此

1. 当 时， ，因此 

2. 当 时有
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例题20

LALU p270 例9.22

求矩阵的幂 .

例题21

LALU p270 例9.23

已知 是数域 上的一个2阶方阵，且存在正整数 使得 ，证明： .

1.6.4 利用初等矩阵性质  

例题22

LULA p271 例9.24

设 为三阶矩阵， 为三阶可逆矩阵， ，其中

求 .

分块矩阵和打洞法  

2 矩阵的秩与相抵标准形  

2.1 秩，行秩，列秩  

2.1.1 定义和基本性质  

设  是线性映射  对应的矩阵，定义矩阵  的秩为 . 此外，将矩阵 的所有行向量组成的秩称为 的

行秩，常记为 ；所有列向量组成的向量组的秩称为 的列秩，常记为 .

我们有如下重要推论：

LALU p222 定理8.1 任意矩阵  的秩 = 行秩 = 列秩（进而有 ）.
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LALU p224 定理8.2 线性映射是单射当且仅当其矩阵表示为列满秩矩阵，线性映射是满射当且仅当其矩阵表示
为行满秩矩阵.

2.1.2 秩等式和不等式  

1. ，其中 可逆.

2. .

3. .

4. .

5. （Sylvester不等式） ， ，则 .

6. （Frobenius不等式） .

例题23

LALU p282 例9.31

证明以下矩阵的秩不等式：

1. .

2. 

.

例题24

LALU p286 例9.32

若 为两个 阶矩阵，则

A. 

B. 

C. 

D. 

2.2 初等变换和初等矩阵  

2.2.1 定义  

我们首先给出三种初等矩阵的定义，其与高斯-若当消元法中的三类初等变换对应.

将单位矩阵 做一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵，与三种初等行、列变换对应的三类初等矩阵为：

1. 将单位矩阵第 行（或列）乘 ，得到初等倍乘矩阵 ；

2. 将单位矩阵第 行乘 加到第 行，或将第 列乘 加到第 列，得到初等倍加矩阵 ；

3. 将单位矩阵第 行（或列）对换，得到初等对换矩阵 .

三种初等矩阵具体形状如下：

af://n10573
af://n10602
af://n10603


第 行

第 行

第 行

第 行

第 行

事实上，初等矩阵的定义就将我们在高斯-若当消元法中使用的初等变换的三种形式对应到了矩阵的形式上. 简而言
之，对单位矩阵 做了一次初等变换后得到的矩阵 ，乘以其他任何矩阵 的效果就是对 做了和对 做的同样的初等

变换.

当我们对矩阵左乘一个初等矩阵时，相当于对矩阵做了对应的初等行变换；右乘一个初等矩阵时，相当于对矩阵做了

对应的初等列变换.
所以在高斯-若当消元法中，假设系数矩阵为 ，简化阶梯矩阵为 ，我们做的初等行变换分别为 ，则

有

有如下几点细节需要注意：

1. 倍加变化请注意 和 在行列变换的情况下的不同，行变换是第 行乘 加到第 行，列变换是第 列乘 加到第

列；

2. 注意三类矩阵不是三个矩阵，例如倍乘矩阵乘以哪一行/哪一列，以及乘以多少都是不唯一的；

3. 三种初等矩阵都是可逆的，且 ， ， .

原因非常简单，只需要记住这三类矩阵在单位矩阵基础上做了什么，需要反过来作用什么来抵消就可以理解；

4. 三种初等矩阵的转置： ， ， ，因此初等矩阵转置前后分别对应于

同样的行列变换操作.
例如倍乘行变换表示对第 行乘以 ，转置后如果视为列变换则表示对第 列乘以 ，行列操作一致，对换也是如

此.



而倍加 在行变换表示将第 行乘 加到第 行，转置后如果视为列变换， 表示将第 列乘 加到第

列，这两者在行列操作上保持了一致性.

总结而言就是 为初等矩阵，则 和 表示的变换除了行/列的名字外同名.

2.2.2 性质  

LALU p236 定理8.10 任意可逆矩阵都可以被表示为若干个初等矩阵的乘积.

LALU p237 引理8.1 设 为 阶可逆矩阵，如果对 和 阶单位矩阵 做相同的初等行变换，即

后 变为 时， 变为 .

LALU p238 定理8.11 初等变换不改变矩阵的秩（包括行变换和列变换）.

例题25

LALU p237 例8.5

求矩阵 的逆矩阵.

2.3 相抵标准形  

2.3.1 定义  

LALU p231 定理8.9

设  是  矩阵，则  的充要条件为存在可逆矩阵 和 ，使得

其中  表示  阶单位矩阵.

设  和  是  矩阵，如果存在可逆矩阵  和 ，使得 ，则称  和  是相抵的. 称  
中的  为矩阵  的相抵标准形，其中  表示  阶单位矩阵， . 

根据初等变换不改变矩阵的秩的性质，我们有如下等价定义：

LALU p239 定义8.4

我们称两个矩阵相抵当且仅当两个矩阵可以通过一系列初等变换互相转化.

2.3.2 性质  

1. 任何矩阵都对应一个相抵标准形，并且所有形状相等（即行列数相等）且秩相等的矩阵有相同的相抵标准形，

即 .

2. 矩阵 与 相抵 存在可逆矩阵 和 使得 .

3. 矩阵 与 相抵 .

4. 相抵是矩阵的一个等价关系.

例题26

LALU p240 例8.6
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设 . 求

1. 的秩 和相抵标准形；

2. 3 阶可逆矩阵 和 4 阶可逆矩阵 使得 .

例题27

LALU p243 例8.8

设 为 阶方阵，证明：

1. 存在可逆矩阵 和幂等矩阵 （即满足 ）使得 ；

2. 存在对称矩阵 和可逆矩阵 使得 .

2.4 基变换  

2.4.1 过渡矩阵  

设  与  是线性空间  的任意两组基. 若存在矩阵  使得 
，则称矩阵  为  变为基  的过渡矩阵.

根据  的展开式，  变为基  的过渡矩阵  就是将  中的向量在  下的坐标按列排列. 关于这一定
义，我们有以下几点需要强调：

1. 在之后的讨论或者题目中需要特别注意说的是  变为基 的过渡矩阵还是反过来基  变为基  的过渡
矩阵；

2. 注意过渡矩阵一定是基与基之间的表示矩阵，一般的向量组之间不称过渡矩阵. 当然同一线性空间中任意两组长
度相等的线性无关向量组之间都可以有过渡矩阵，这是因为我们可以将这两组向量组看作是它们张成的空间的

两组基；

3. 根据定义，不难验证  变为基  的过渡矩阵实际上就是恒等映射  在两组基  和基  下的矩阵表示
. 根据矩阵乘法的定义， ，即

 变为基  的过渡矩阵可逆，并且逆矩阵就是  变为基 的过渡矩阵.

2.4.2 换基公式  

我们有如下性质：

1. LALU p227 定理8.4 设  是线性无关的向量组，且

则向量组  的秩等于矩阵 的秩.

2. LALU p228 定理8.5 若线性空间  中的两个向量组  和  满足 ，其中  可逆，则  与  是
等价向量组.

3. LALU p228 定理8.6 设线性空间 的两组基为 和 ，且基 到 的变换矩阵（过渡矩阵）为 ，如果

在 和 下的坐标分别为 和 ，则 .

4. LALU p229 定理8.7 设 ，  是  的两组基，  是  的两组基. 设  是  变为 
 的过渡矩阵，  是  变为  的过渡矩阵，则 .

5. LALU p229 定理8.8 设线性变换 ， 和 是线性空间

af://n10676
af://n10677
af://n10687


的两组基，基 变为基 的过渡矩阵为 . 如果 在基 下的矩阵为 ，则 关于基 所对应的矩阵为

.

例题28

LALU p228 例8.2

已知 ，证明 与 等价.

例题29

LALU p230 例8.3

已知三维线性空间  的线性变换  关于基  所对应的矩阵为

1. 求  在基  下对应的矩阵 ，其中：

2. 求  的值域  和核 ；

3. 把  的基扩充为  的基，并求  在这组基下对应的矩阵；

4. 把  的基扩充为  的基，并求  在这组基下对应的矩阵.

例题30

LALU p242 例8.7

设 为线性映射，取 和 的基 和 ，且 在这两组基下的矩阵表示为

.

1. 若将 换为 （ 为常数），求 在新基下的矩阵表示；

2. 若将 换为 （ 为常数），求 在新基下的矩阵表示；

3. 若将 换为 （ 为常数），求 在新基下的矩阵表示；

4. 若将 换为 （ 为常数），求 在新基下的矩阵表示；

5. 若将 和 对换，求 在新基下的矩阵表示；

6. 若将 和 对换，求 在新基下的矩阵表示.
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