
特征值与特征向量 相似对角化

相似

相似的定义

与相抵标准形类似的，对一个 n 维线性空间 V 上的线性变换 ，找到一组基{ ,..., }，
使得 T 在这组基下的矩阵就像相抵标准形那样，有尽可能多的0，即我们有

( ,..., ) = ( ,..., ) ,
我们希望 有尽可能多的0，非零元素的排列规律也尽可能简单.

假设我们已有了一组基，那么最直接的就是引入基变换，利用变换矩阵 ，使得

，那么只需要让 尽可能简单。

通过基变换对矩阵的影响：

设线性变换 ， 和 是线性空间的 的两组基，基 变为基 的变换矩阵为 ，如果

在基 下的矩阵为 ，则 关于基 所对应的矩阵为 .

--

我们可以得到一个合适的定义。

若存在可逆矩阵 ，使得

则称  与  相似，记作 。

性质

相似的两个矩阵必须都是方阵。

相似矩阵有相同的特征值、迹、行列式、秩。

相似关系是等价关系。（自反、对称、传递）

相似必定相抵，但反之不一定成立。

对于任意多项式 都有 ，且若 ，有 . 除此之外还有 可逆时， ，

--

， 不一定有 ；

只有当 时（即相同的过渡矩阵 ）才有

若 ， ，则有

特征值、特征向量、特征子空间及其求解

特征值与特征向量

上的一个线性变换总是把线性空间上的一些向量映射到另一些向量，那么这个过程当中就会有一些向量的方向并不会改变，而只是简单的

伸缩。在探讨相似的过程当中，两个相似的矩阵，处理同样的一些向量时，我们会观察到同样的变化情况。

设 是线性空间 上的一个线性变换，如果存在数 和非零向量 使得 ，则称数 为 的一个特征值，并称非零向量 为

属于其特征值 的特征向量。
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同样的，对线性空间 上的矩阵 ，若存在数 和非零向量 ，使得 ，则称数 为 的一个特征值，并称非零向量 为

属于其特征值 的特征向量。

必须注意特征向量为非零向量，否则零向量 对任意 都满足上面定义，从而失去''特征''的含义. 但是特征值可以为0，此时 ，即全

体特征向量的集合就是线性变换的核空间.

特征子空间

对于某一个 ，我们将所有满足 的向量构成的集合记为 （在去除线性变换不引起歧义的

情况下可简写为 ），称为 关于其特征值 的特征子空间. 显然，这一集合是由零向量和全体 对应的特征向量构成的. 我们可以验证 的确是

的子空间：

--

的维数至少是1，但不一定是1。
当维数不止是1时，一个特征值可能会对应不止一个特征向量。

此时我们称这个特征子空间 的维数为这个特征值 的几何重数。

特征值与特征向量的计算

设 是 上的线性变换， 为恒等映射，则下述条件等价：

是 的特征值；

不是单射；

不是满射；

不可逆.

由此，我们有一个重要的计算方式：

是 的特征值等价于 不可逆，因此其在 的任意一组基 下的矩阵 也不可逆（其中 为 在这组基下的矩阵，

为单位矩阵），这又等价于 。

设 。由于 是在之后的讨论中有核心地位的概念，我们称其为矩阵 的特征多项式，其 重根称为 重特征值（称 为代数重

数）。

由此，我们得到了一个通过求解特征多项式来求出特征值，进而得到特征向量的办法。

特征多项式的性质

对于 ，记

则 ， ， ，且 等于所有 级主子式之和乘以 。

这里我们主要掌握两个特例，即由韦达定理，我们有

；

.

即特征值按重数求和为矩阵的迹（即矩阵对角线元素之和），特征值按重数求积为矩阵行列式. 这一结论在解决某些问题时有一定作用.

相似矩阵有相同的特征多项式（逆命题不成立），即 ，

从而有相同的迹，行列式，特征值，但特征向量不一定相同。

若 的多项式 ，那么事实上 的特征值必然是 的根。
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设 ，且存在多项式 使得

则对于任意的 ， 可逆.

等价地，对于任意的 ，若 为 的特征值，则

有关特征值的性质：

关于特征值，我们有如下基本性质：

设 是线性空间 上的线性变换 的特征值， 是 属于 的特征向量，则

是 的特征值， 是 的特征值，且 仍是相应特征向量；

若 是 上的多项式，则 ；

设 是 阶矩阵 的特征值， 可逆，则 是 的特征值， 是 的伴随矩阵 的特征值，且特征向量不变.

设 为 阶矩阵，则 与 有相同的特征值（含重数）.

有关特征向量的性质

设 是有限维的， 且 ，则

\sigma$的不同特征值对应的特征向量线性无关；
的不同特征值对应的特征子空间的和为直和；

最多有 个不同的特征值.

进一步的，我们有：

维线性空间 的线性变换 的每个特征值 的重数（代数重数）大于等于其特征子空间 的维数（几何重数）。

相似对角化

对角化的定义和基本性质

设 ，如果存在 的一组基使得 在这组基下的矩阵是对角矩阵，则称 可对角化.

上述定理的证明蕴含着一个重要的结论：如果一个线性变换可对角化，那么对应于对角矩阵的基中每一个向量必然是特征向量，因此我们很容

易想到可对角化的下一个等价条件就是线性变换有一组由特征向量构成的基. 当然这只是一个观察，基于这一观察我们可以进一步扩展，得到下
面这一关于线性变换可对角化等价条件的核心定理：

设 是数域 上的 维线性空间， 是 上的线性变换， 是 的所有互异特征值，则以下条件等价：

可对角化；

有 个线性无关的特征向量，它们构成 的一组基；

$V \sigma U_1,\ldots,U_n V=U_1\oplus\cdots\oplus U_n$.
；

每个特征值的代数重数等于几何重数.

我们有一个显然的推论如下：

若 维空间上的线性变换 有 个不同的特征值，则 可对角化. 反之， 可对角化不一定有 个特征值.

矩阵的相似对角化

设 ，如果存在可逆矩阵 使得 是对角矩阵，则称 可对角化（等价于 相似于对角矩阵）

可对角化的线性映射的矩阵都是可对角化的。

矩阵可对角化的等价条件：我们可以将以上线性变换可对角化的结果都推广到矩阵的可对角化上：
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设 是数域 上的 阶矩阵， 是 的所有互异特征值，则以下条件等价：

可对角化；

有 个线性无关的特征向量，它们构成 的一组基；

每个特征值的代数重数等于几何重数.

同理可得：

若 阶矩阵 有 个不同的特征值，则 可对角化. 反之， 可对角化不一定有 个特征值.

一般的对角化计算

一个简明的步骤：

先任意写出 在一组基 下的矩阵 ，当然为了计算方便一般选取自然基；

利用特征多项式 求出 的所有不同特征值；

解线性方程组 （实际上就是方程组 ，其中 是上一步求出的特征值）求出 在不同特征值下的线性无关特征

向量；

第三步中求得的所有向量就是 的特征向量在基 下的坐标，根据前面的讨论， 的特征向量也就是使得 的矩阵表示为对角矩阵的那组基.
当然，如果题目中直接给出求 使得 为对角矩阵，那么我们只需进行2、3两步，并将3中得到的向量按列排列成矩阵 即可.

一些特殊的矩阵

一个矩阵A（或线性变换σ）称为对合矩阵（或对合变换），如果 （或 ）；

称为幂等矩阵（或幂等变换），如果 （或 ）；称为幂零矩阵（或幂零变

换），如果存在自然数k使得 （或 ）

对幂等矩阵，我们还有一些特别的性质：

命题（幂等矩阵“诱导”出的矩阵仍是幂等矩阵）
设  为  阶幂等矩阵，  为  阶单位矩阵，则

1. 若  与  相似，则  是幂等矩阵；
2. 、 、  都是幂等矩阵；
3. 对任何正整数 ，  也是幂等矩阵。

命题（幂等矩阵的行列式）

若  为幂等矩阵，则  或 。

证明：根据行列式的性质，有 ，从而  或 。

命题（幂等矩阵的特征值）

若  为幂等矩阵，则  的特征值只能为  或 。

证明：设  是  的一个特征值，  是  关于  的一个特征向量，则由特征值定义有

联立两式，就有 。因为  非零，所以  或 。

命题（幂等矩阵的像空间“不变”）
若  为幂等矩阵，则  的充要条件是 。

证明：必要性是显然的，我们证明充分性。

因为 ，所以存在 ，使得 。又 ， ，所以 。

命题3讨论了幂等矩阵的特征值，由此自然我们会关心，幂等矩阵能否相似对角化？答案是肯定的，我们会在定理1中给出证明。而为了证明定
理1，先给出下面两条与线性映射有关的引理。
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引理1
设  为有限维线性空间  上的线性算子，则下面两条性质等价：

1. ；

2. 。

引理2（幂等矩阵对应的直和分解）
若  为幂等矩阵，则 。

证明：由引理1，我们只需证明 。

设 ，有 ，依命题4又有 ，于是 ，即 。

定理1（幂等矩阵可相似对角化）

设  阶幂等矩阵的秩为 ，则  相似于对角阵 。

根据定理，以下推论是显然的：

推论1
若幂等矩阵  的秩为 ，则 。

推论3

若  为  阶实对称幂等矩阵，则存在正交矩阵 ，使得 。

习题

直接用LALU上的吧。
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