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摘要

本讲义依据 101 教材《代数学 2》相关内容整理。定义、定理、命题、推论、证
明和例题尽量保持教材中的数学表述，并适当修改为课堂讲义形式；少量串联性文字

均以课堂讲义方式标注。
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线性代数课堂讲义 2 伴随变换

1 记号与总览

本讲义中的内积空间均默认定义在 F = R 或 C 上；若涉及特征多项式分裂条件，会
在结论中明示。线性变换主要记为 ϕ, ψ, φ，矩阵主要记为 A,B,U, P。若 α 是 V 的一组

基，则 [ϕ]α 表示 ϕ 在 α 下的矩阵。

对矩阵 A，AT 表示转置，A 表示共轭，AH = A
T
表示共轭转置。标准内积空间 Fn

上由矩阵 A 定义的线性变换记为 lA : x 7→ Ax。

课堂提示

本讲义的主线是：先用伴随变换把共轭转置矩阵抽象到内积空间中，再用正规变换刻

画“可由标准正交特征向量基对角化”的条件；自伴变换给出实谱和谱分解，正定性

把二次型、自伴变换、矩阵特征值联系起来，最后由半正定平方根推出极分解和奇异

值分解。

2 伴随变换

本节目标

• 掌握伴随变换的定义及有限维情形的存在唯一性。

• 理解伴随变换与共轭转置矩阵 AH 的对应关系。

• 熟悉伴随运算的基本性质及简单计算。

2.1 定义与基本结论

定义 2.1. 设 ϕ 是内积空间 V 上的线性变换。若存在 V 上的线性变换 ψ 满足

(ϕ(u), v) = (u, ψ(v)) , ∀u, v ∈ V,

则称 ψ 是 ϕ 的一个伴随变换，表为 ψ = ϕ∗。

定理 2.2. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的线性变换，α 是 V 的一组标准正交基，ϕ 在基

α 下的矩阵是 A。那么

1. ϕ 存在唯一的伴随变换，即 V 上有唯一的线性变换 ϕ∗ 满足

(ϕ(u), v) = (u, ϕ∗(v)) , ∀u, v ∈ V ;

2. 此变换 ϕ∗ 在基 α 下的矩阵是 AH，即 [ϕ∗]α = [ϕ]Hα。

证明. 先证明 ϕ∗ 是一个映射，即证明对任意向量 v ∈ V，存在唯一的向量 w ∈ V 使得

(ϕ(u), v) = (u,w) , ∀u ∈ V.
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线性代数课堂讲义 2 伴随变换

那么即可定义 ϕ∗(v) = w。若令 x = [u]α, y = [v]α, z = [w]α，则 ϕ(u) 在 α 下的坐标为 Ax，

因此
(ϕ(u), v) = (u,w) , ∀u ∈ V ⇐⇒ (Ax)Ty = xTATy = xT z, ∀x ∈ Fn

⇐⇒ xTAHy = xT z, ∀x ∈ Fn

⇐⇒ AHy = z.

由此即知结论成立。由定义可直接验证映射 ϕ∗ 是线性的，留作练习。由上面的计算可知

ϕ∗(v) 在 α 下的坐标为 AH [v]α，因此 ϕ∗ 在 α 下的矩阵为 AH。

推论 2.3. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的线性变换，则

(u, ϕ(v)) = (ϕ∗(u), v) , ∀u, v ∈ V.

证明. 由内积的对称性有

(u, ϕ(v)) = (ϕ(v), u) = (v, ϕ∗(u)) = (ϕ∗(u), v) .

推论 2.4. 设 Fn 是 F = R 或 C 上的标准内积空间，A ∈ Fn×n。那么 (lA)
∗ = lAH。

例 2.5. 设 e1, e2 是 C2 的标准基。定义线性变换

ϕ : C2 → C2,

(
a1
a2

)
7→

(
2a1i+ 3a2
a1 − a2

)
.

那么

[ϕ](e1,e2) =

(
2i 3

1 −1

)
, [ϕ∗](e1,e2) =

(
−2i 1

3 −1

)
.

从而

ϕ∗ : C2 → C2,

(
a1
a2

)
7→

(
−2a1i+ a2
3a1 − a2

)
.

2.2 伴随运算的性质

对 F = C 或 R 上的有限维内积空间 V，定义映射

∗ : End(V ) → End(V ), ϕ 7→ ϕ∗.

由伴随变换的定义，可以证明对任意 ϕ, ψ ∈ End(V ) 有

(ϕ+ ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗, (cϕ)∗ = c ϕ∗, ∀c ∈ F,
(ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗, ϕ∗∗ = ϕ, id∗

V = idV .

命题 2.6. 令 ϕ 为 F = R 或 C 上有限维内积空间 V 上的线性变换。若 ϕ 有一个特征值

λ ∈ F，则 ϕ∗ 有一个特征值 λ。

证明. 设 u 6= 0 是 ϕ 关于特征值 λ 的特征向量。那么对任意 v ∈ V 有

0 = (0, v) = ((ϕ− λidV )(u), v) = (u, (ϕ− λidV )
∗(v)) =

(
u, (ϕ∗ − λidV )(v)

)
.

即 u ⊥ Im(ϕ∗ − λidV )，这表明 u /∈ Im(ϕ∗ − λidV )。因此 ϕ∗ − λidV 不是满射，从而也不

是单射，即 Ker(ϕ∗ − λidV ) 6= {0}。这证明了 λ 是 ϕ∗ 的一个特征值。
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线性代数课堂讲义 3 正规变换与标准正交对角化

本节小结

• 有限维内积空间上线性变换的伴随唯一存在。

• 在标准正交基下，伴随变换对应于矩阵的共轭转置。

• 伴随运算反转复合顺序：(ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗。

• 若 λ 是 ϕ 的特征值，则 λ 是 ϕ∗ 的特征值。

3 正规变换与标准正交对角化

本节目标

• 理解正交相似、酉相似与 Schur 定理。

• 掌握正规变换可由标准正交特征向量基对角化的充要条件。

• 认识自伴、反自伴、保距变换作为正规变换的典型特例。

3.1 正交相似、酉相似与 Schur 定理

定义 3.1. 两个 n 阶实（复）矩阵 A,B 称为正交相似的（酉相似的），是指存在正交矩阵

（酉矩阵）U 使得

UTAU = B (UHAU = B).

定理 3.2. 设 ϕ 为 F = R 或 C 上有限维内积空间 V 上的线性变换，且特征多项式 fϕ(x)

在 F 上分裂。那么存在 V 的标准正交基 ξ 使得 [ϕ]ξ 是上三角形矩阵。

证明. 对 V 的维数 n 归纳。当 n = 1 时结论显然。假设结论对 n− 1 维内积空间上特征

多项式分裂的线性变换成立。由于 fϕ(x)分裂，ϕ有特征值 λ。由命题 3.1.1，ϕ∗ 有特征值

λ。设 w 是 ϕ∗ 关于特征值 λ 的特征向量，并不妨假定 w 是单位向量。令 W = Span{w}。
首先可以证明 W⊥ 是 ϕ-不变的。事实上，对任意 v ∈ W⊥ 和 u ∈ W 有

(ϕ(v), u) = (v, ϕ∗(u)) =
(
v, λu

)
= λ (v, u) = 0.

因此 ϕ(v) ∈ W⊥。容易证明 ϕ|W⊥ 的特征多项式整除 ϕ的特征多项式，因此也在 F上分裂。
由归纳假设，W⊥ 有标准正交基 η 使得 [ϕ|W⊥ ]η 是上三角形矩阵。那么由 V = W⊥ ⊕W，

ξ = η ∪ {w} 是 V 的标准正交基，并且 [ϕ]ξ 是上三角形矩阵。

推论 3.3. 任意复方阵 A 均酉相似于一个上三角形复矩阵。若 n 阶实方阵有 n 个实特征

值（计重数），那么 A 正交相似于一个上三角形实矩阵。

3.2 正规变换

定义 3.4. 1. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的线性变换。若

ϕ∗ϕ = ϕϕ∗,

则称 ϕ 是正规变换。
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线性代数课堂讲义 3 正规变换与标准正交对角化

2. 如果实（复）方阵 A 满足 AAT = ATA（AAH = AHA），则称 A 是正规矩阵。

性质 3.5. 设 ϕ 是 F = R 或 C 上有限维内积空间 V 上的线性变换，ϕ 在 V 的一组标准

正交基下的矩阵为 A。那么，ϕ 是正规变换当且仅当 A 是正规矩阵。

命题 3.6. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的正规变换。那么

1. 对任意 v ∈ V 有 ‖ϕ(v)‖ = ‖ϕ∗(v)‖；

2. 对任意 c ∈ F，线性变换 ϕ− cidV 是正规的；

3. 若 v 是 ϕ 关于特征值 λ ∈ F 的特征向量，则 v 也是 ϕ∗ 关于特征值 λ 的特征向量；

4. 若 λ1 和 λ2 是 ϕ 不同的特征值，则 Vλ1 ⊥ Vλ2。

证明. 对任意 v ∈ V 有

‖ϕ(v)‖2 = (ϕ(v), ϕ(v)) = (ϕ∗ϕ(v), v) = (ϕϕ∗(v), v) = (ϕ∗(v), ϕ∗(v)) = ‖ϕ∗(v)‖2 .

对 c ∈ F，直接计算可得

(ϕ− cidV )(ϕ− cidV )
∗ = (ϕ− cidV )

∗(ϕ− cidV ).

若 (ϕ− λidV )(v) = 0，由上一结论及第一条得∥∥(ϕ∗ − λidV )(v)
∥∥ = ‖(ϕ− λidV )(v)‖ = 0,

故 ϕ∗(v) = λv。若 vi ∈ Vλi
，则

λ1 (v1, v2) = (ϕ(v1), v2) = (v1, ϕ
∗(v2)) =

(
v1, λ2v2

)
= λ2 (v1, v2) .

由 λ1 6= λ2 即得 (v1, v2) = 0。

定理 3.7. 设 ϕ 是 F = R 或 C 上有限维内积空间 V 上的线性变换。那么 V 有一组由 ϕ

的特征向量构成的标准正交基（即 ϕ 关于一组标准正交基可对角化）当且仅当 ϕ 是一个

特征多项式在 F 上分裂的正规变换。

证明. 必要性。设 ξ 是由 ϕ 的特征向量构成的 V 的标准正交基。那么 [ϕ]ξ 为对角矩阵，

从而 ϕ 的特征多项式分裂，并且 [ϕ∗]ξ = [ϕ]Hξ 也是对角矩阵。因此

[ϕϕ∗]ξ = [ϕ]ξ[ϕ
∗]ξ = [ϕ∗]ξ[ϕ]ξ = [ϕ∗ϕ]ξ,

即 ϕ 正规。

充分性。设 ϕ 的特征多项式分裂且是正规变换。根据 Schur 定理，存在 V 的标准正

交基 ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} 使得 A = [ϕ]ξ 为上三角形矩阵。特别地，ξ1 是 ϕ 的特征向量。若

ξ1, . . . , ξk−1 是 ϕ 的特征向量，设 ϕ(ξj) = λjξj。由命题 3.2.1 有 ϕ∗(ξj) = λjξj。由于

ϕ(ξk) = a1kξ1 + a2kξ2 + · · ·+ akkξk,

两边与 ξj 作内积可得

ajk = (ϕ(ξk), ξj) = (ξk, ϕ
∗(ξj)) =

(
ξk, λjξj

)
= 0.

因此 ϕ(ξk) = akkξk。由归纳法即知所有 ξi 都是 ϕ 的特征向量。
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线性代数课堂讲义 3 正规变换与标准正交对角化

推论 3.8. 设 ϕ 是有限维酉空间 V 上的线性变换。那么如下陈述等价：

1. V 有一组由 ϕ 的特征向量构成的标准正交基；

2. ϕ 在 V 的任意标准正交基下对应的矩阵都酉相似于一个对角矩阵；

3. ϕ 是正规变换。

推论 3.9. A ∈ Cn×n 酉相似于对角矩阵当且仅当 A 是正规矩阵。

3.3 自伴、反自伴与保距变换

定义 3.10. 1. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的线性变换。若 ϕ∗ = ϕ，则称 ϕ 是自伴变

换。

2. 若复（或实）方阵 A 满足 A = AH（或 A = AT），即是 Hermite 矩阵或实对称矩阵，
则统称 A 是自伴矩阵。

引理 3.11. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的自伴变换。那么 ϕ 的特征多项式 fϕ(x) 总是

分裂的，并且 ϕ 的特征值均为实数。

定理 3.12. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的线性变换。那么下列陈述等价：

1. V 有一组由 ϕ 的特征向量构成的标准正交基，且对应特征值均为实数；

2. ϕ 是自伴变换。

特别地，若 V 是有限维欧氏空间，则 V 有一组由 ϕ 的特征向量构成的标准正交基当且

仅当 ϕ 是一个自伴变换。

推论 3.13. 1. A ∈ Cn×n 酉相似于实对角矩阵当且仅当 A 是 Hermite 矩阵；

2. A ∈ Rn×n 正交相似于对角矩阵当且仅当 A 是实对称矩阵。

例 3.14. 设

A =

(
2 1

1 2

)
.

由于 A = AT，它对应的线性变换是自伴变换，因此可由标准正交特征向量基对角化。直

接计算得

A

(
1

1

)
= 3

(
1

1

)
, A

(
1

−1

)
= 1

(
1

−1

)
.

取

u1 =
1√
2

(
1

1

)
, u2 =

1√
2

(
1

−1

)
, Q = (u1, u2) =

1√
2

(
1 1

1 −1

)
,

则 Q 是正交矩阵，并且

QTAQ =

(
3 0

0 1

)
.

这个例子展示了自伴矩阵的特征子空间天然正交，归一化后即可组成标准正交基。
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例 3.15. 设 ϕ 是内积空间 V 上的正规变换，W 是 V 的子空间。证明：若 W 是 ϕ-不变
的，则 W 也是 ϕ∗-不变的，从而 ϕW 仍是正规变换。

证明. 记 ϕW = ϕ|W。取 W 的一组标准正交基，并扩充为 V 的一组标准正交基。由于 W

是 ϕ-不变的，ϕ 在这组基下的矩阵可写成分块形式

A =

(
B C

O D

)
,

其中 B 是 ϕW 在 W 的上述标准正交基下的矩阵。

由 ϕ 正规可知 AHA = AAH。直接计算得

AHA =

(
BHB BHC

CHB CHC +DHD

)
, AAH =

(
BBH + CCH CDH

DCH DDH

)
.

比较左上角分块并取迹，得到

tr(BHB) = tr(BBH) + tr(CCH).

由于 tr(BHB) = tr(BBH)，故 tr(CCH) = 0，从而 C = O。于是

A =

(
B O

O D

)
, AH =

(
BH O

O DH

)
.

这说明 W 也是 ϕ∗-不变的。再由 AHA = AAH 比较左上角分块可得

BHB = BBH ,

所以 ϕW 是正规变换。

定义 3.16. 若域 F 上的有限维内积空间 V 上的线性变换 ϕ 满足 ϕ∗ = −ϕ，则称 ϕ 是反

自伴变换。若方阵 A ∈ Fn×n 满足 AH = −A，则称 A 是反自伴矩阵。特别地，当 F = C
时，称 A 是反 Hermite 矩阵；当 F = R 时，A 就是反对称实矩阵。

定理 3.17. 设 ϕ 是有限维酉空间 V 上的线性变换，那么如下陈述等价：

1. ϕ 是反自伴变换，即在 V 的任意一组标准正交基下的矩阵为反 Hermite 矩阵；

2. ϕ 在 V 的某组标准正交基下的矩阵是对角元均为纯虚数的对角矩阵；

3. ϕ 的特征值均为纯虚数且 V 有一组由 ϕ 的特征向量构成的标准正交基。

命题 3.18. 设 ϕ 是 n 维内积空间 V 上的线性变换，那么下面的陈述等价：

1. ϕ 是保距变换；

2. 对 V 的任意标准正交基 α，ϕ(α) 仍是标准正交基；

3. 存在 V 的一组标准正交基 α，使得 ϕ(α) 是标准正交基；

4. 在 V 的任意标准正交基下，ϕ 的矩阵是正交矩阵或酉矩阵；

5. 在 V 的某组标准正交基下，ϕ 的矩阵是正交矩阵或酉矩阵。
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定理 3.19. 设 ϕ 是 F = R 或 C 上有限维内积空间 V 的线性变换。那么如下陈述等价：

1. V 有一组由 ϕ 的特征向量构成的标准正交基，且所有特征值的模均为 1；

2. ϕ 是一个特征多项式在 F 上分裂的保距变换。

本节小结

• Schur 定理把特征多项式分裂的线性变换化为标准正交基下的上三角形矩阵。

• 正规变换正是“可在标准正交特征向量基下对角化”的核心条件。

• 酉空间中复多项式总分裂，因此正规变换与酉对角化等价。

• 自伴、反自伴、保距变换都可作为正规变换的重要特例来理解。

4 正交投影与谱分解

本节目标

• 将矩阵对角化中的分块投影解释为线性变换的投影。

• 掌握正交投影的自伴幂等刻画。

• 理解正规变换的谱分解及其矩阵版本。

4.1 投影与正交投影

定义 4.1. 对线性空间 V 及其子空间 W1,W2，若 V = W1 ⊕W2，则可定义线性变换

ϕ : V → V, v1 + v2 7→ v1, ∀v1 ∈ W1, v2 ∈ W2.

此线性变换 ϕ 称为 V 在子空间 W1 上关于子空间 W2 的投影，简称 V 的投影。

事实 4.2. 设 ϕ 是 V 在子空间 W1 上关于子空间 W2 的投影。那么

1. W1,W2 是 ϕ-不变子空间且 ϕ|W1 = idW1，ϕ|W2 = 0；

2. Imϕ = W1，Kerϕ = W2。

命题 4.3. 线性空间 V 上的线性变换 ϕ 是 V 的一个投影当且仅当 ϕ 是幂等变换，即

ϕ2 = ϕ。

证明. 必要性由投影的定义直接验证即得。下面证明充分性。假设 ϕ2 = ϕ。对任意 v ∈ V

有

v = ϕ(v) + v − ϕ(v).

显然 ϕ(v) ∈ Imϕ，并且 ϕ(v − ϕ(v)) = ϕ(v)− ϕ2(v) = 0，从而 v − ϕ(v) ∈ Kerϕ。这表明
V = Imϕ+ Kerϕ。若 v ∈ Imϕ ∩ Kerϕ，则存在 w ∈ V 使得 v = ϕ(w)，从而

v = ϕ(w) = ϕ2(w) = ϕ(v) = 0.

因此 V = Imϕ⊕ Kerϕ，再由分解及定义即知 ϕ 是 V 在 Imϕ 上关于 Kerϕ 的投影。

9
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定义 4.4. 若内积空间 V 关于子空间 W 有正交补分解 V = W ⊕W⊥，则 V 在 W 上关

于 W⊥ 的投影

ϕ : V → V, v1 + v2 7→ v1, ∀v1 ∈ W, v2 ∈ W⊥

称为 V 在子空间 W 上的正交投影，简称 V 的正交投影。

命题 4.5. 内积空间 V 上的线性变换 ϕ 是 V 的一个正交投影当且仅当 ϕ 是自伴幂等变

换，即

ϕ2 = ϕ = ϕ∗.

证明. 必要性。设 ϕ 是在子空间 W 上的正交投影，那么 V = W ⊕W⊥。由命题 3.5.1 有
ϕ2 = ϕ。任取 u, v ∈ V 并作分解 u = u1 + u2，v = v1 + v2，其中 u1, v1 ∈ W，u2, v2 ∈ W⊥。

那么

(ϕ(u), v) = (u1, v1 + v2) = (u1, v1) , (u, ϕ(v)) = (u1 + u2, v1) = (u1, v1) .

故 ϕ = ϕ∗。

充分性。设 ϕ2 = ϕ = ϕ∗。由命题 3.5.1，V = Imϕ⊕ Kerϕ。若 u ∈ Imϕ，v ∈ Kerϕ，
则 u = ϕ(u)，从而

(u, v) = (ϕ(u), v) = (u, ϕ(v)) = 0.

这表明 Kerϕ ⊆ (Imϕ)⊥。反向包含由直和分解和维数比较得到，因此 Kerϕ = (Imϕ)⊥，

故 ϕ 是正交投影。

4.2 谱分解定理

定理 4.6. 设 ϕ 是域 F = R 或 C 上有限维内积空间 V 上的正规变换，特征多项式 fϕ(x)

在 F 上分裂，其所有不同的特征值为 λ1, λ2, . . . , λk。对 i = 1, 2, . . . , k，令 ϕi 是 V 到 Vλi

的正交投影。那么下列结论成立：

1. V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλk
；

2. V ⊥
λi

=
⊕

j ̸=i Vλj
，i = 1, 2, . . . , k；

3. ϕiϕj = δijϕi，i, j = 1, 2, . . . , k；

4. idV = ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕk；

5. ϕ = λ1ϕ1 + λ2ϕ2 + · · ·+ λkϕk。

特别地，上述结论对有限维欧氏空间上的自伴变换成立。

证明. 由定理 3.2.2 知 ϕ 可对角化，故第一条成立。令 Wi =
⊕

j ̸=i Vλj
。由命题 3.2.1 有

Vλi
⊥ Vλj

，∀i 6= j，因此 Wi ⊆ V ⊥
λi
。由第一条可得二者维数相等，于是 Wi = V ⊥

λi
。

由第一、二条，对 i = 1, 2, . . . , k 有正交投影

ϕi : V → Vλi
, v = v1 + v2 + · · ·+ vk 7→ vi, vl ∈ Vλl

.

于是 (ϕiϕj)(v) = ϕi(vj) = δijvi = δijϕi(v)，第三条成立。第四条由上式直接得到。最后，

ϕ(v) = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk = (λ1ϕ1 + λ2ϕ2 + · · ·+ λkϕk)(v).

10
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上述定理中 ϕ 的互异特征值之集 {λ1, λ2, . . . , λk} 称为 ϕ 的谱，分解

idV = ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕk

称为由 ϕ 诱导的恒等算子解消，分解

ϕ = λ1ϕ1 + λ2ϕ2 + · · ·+ λkϕk

称为 ϕ 的谱分解。若不计特征值的顺序，则 ϕ 的谱分解是唯一的。

下面给出矩阵谱分解的具体算法。对 F = R 或 C 上的实对称矩阵或复正规矩阵 A，

存在正交矩阵或酉矩阵 U 使得

UHAU = diag{λ1In1 , . . . , λkInk
},

其中 λ1, λ2, . . . , λk ∈ F 是 A 的所有不同特征值。若

U = (ξ11, . . . , ξ1n1 , . . . , ξk1, . . . , ξknk
)

的列向量是 Fn 的一组标准正交基，并且

ξi1, ξi2, . . . , ξini

是特征子空间 Vλi
的一组标准正交基，i = 1, 2, . . . , k，那么有谱分解

A = U diag{λ1In1 , . . . , λkInk
}UH =

k∑
i=1

λi

ni∑
j=1

ξijξ
H
ij =

k∑
i=1

λiAi,

其中

Ai = U diag{On1×n1 , . . . , Ini
, . . . , Onk×nk

}UH =

ni∑
j=1

ξijξ
H
ij , i = 1, 2, . . . , k.

容易直接验证 Ai 满足矩阵谱分解推论中的各条性质。

例 4.7. 设

A =

2 1 0

1 2 0

0 0 4

 .

取

u1 =
1√
2

1

1

0

 , u2 =
1√
2

 1

−1

0

 , u3 =

0

0

1

 .

直接计算可知 u1, u2, u3 分别是 A 关于特征值 3, 1, 4 的单位特征向量。到对应特征子空间
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的正交投影为

P3 = u1u
T
1 =

1

2

1 1 0

1 1 0

0 0 0

 ,

P1 = u2u
T
2 =

1

2

 1 −1 0

−1 1 0

0 0 0

 ,

P4 = u3u
T
3 =

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 .

于是

PiPj = O (i 6= j), P1 + P3 + P4 = I3,

并且谱分解写成

A = 1P1 + 3P3 + 4P4.

例如

A2 = 12P1 + 32P3 + 42P4 =

5 4 0

4 5 0

0 0 16

 .

例 4.8. 设正规变换 ϕ 的互异特征值为 λ1, . . . , λk，对应谱投影为 ϕ1, . . . , ϕk。证明：

ϕi =
∏
j ̸=i

ϕ− λjidV

λi − λj
, i = 1, 2, . . . , k.

证明. 令
pi(x) =

∏
j ̸=i

x− λj
λi − λj

.

则 pi(λi) = 1，且当 j 6= i 时 pi(λj) = 0。由谱分解 ϕ =
∑k

j=1 λjϕj 以及 ϕiϕj = δijϕi 可知，

对任意多项式 g(x) 有

g(ϕ) =
k∑

j=1

g(λj)ϕj.

取 g = pi，得到

pi(ϕ) =
k∑

j=1

pi(λj)ϕj = ϕi,

即得所证公式。

推论 4.9. 设 ϕ 是 F 上有限维内积空间 V 上的线性变换且特征多项式 fϕ(x) 在 F 上分
裂。那么 ϕ 是保距变换当且仅当 ϕ 正规且其特征值的模均为 1。

推论 4.10. 设 ϕ 是 F 上有限维内积空间 V 上的正规变换且特征多项式 fϕ(x) 在 F 上分
裂。那么 ϕ 是自伴的当且仅当 ϕ 的特征值均为实数。

12
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推论 4.11. 设 A 是 n 阶实对称矩阵或复正规矩阵，其不同的特征值为 λ1, λ2, . . . , λk，其

中每个 λi 的代数重数是 ni。那么存在 R 或 C 上的 n 阶矩阵 A1, A2, . . . , Ak 使得如下陈

述成立：

1. A = λ1A1 + λ2A2 + · · ·+ λkAk；

2. AiAj = O，∀i, j = 1, 2, . . . , k, i 6= j；

3. Ai 是秩为 ni 的幂等 Hermite 矩阵，i = 1, 2, . . . , k；

4. In = A1 + A2 + · · ·+ Ak。

课堂提示

谱分解把“对角矩阵的每个对角块”解释为到相应特征子空间的正交投影。它不仅是

对角化的等价表达，也便于计算多项式 g(ϕ)、判断保距性和自伴性。

本节小结

• 投影等价于幂等变换，正交投影等价于自伴幂等变换。

• 正规变换的不同特征子空间两两正交。

• 谱分解为 ϕ =
∑

i λiϕi，其中 ϕi 是到特征子空间的正交投影。

• 实对称矩阵和复正规矩阵都有相应的矩阵谱分解。

5 二次型与自伴变换的正定性

本节目标

• 统一实二次型、自伴变换、实对称矩阵的正定性定义。

• 掌握正定与半正定的等价刻画。

• 理解 Hermite 矩阵和酉二次型的对应版本。

5.1 欧氏空间与实二次型

设 q 是 n 维欧氏空间 V 上的二次型，在 V 的一组标准正交基 α = {α1, α2, . . . , αn}
下的矩阵为 A，从而 A 是实对称矩阵，那么

q(v) = xTAx, x = [v]α ∈ Rn.

定义 V 上线性变换 ϕ 使得 [ϕ]α = A。那么 ϕ 是一个自伴变换，且

(ϕ(v), v) = xTAx = q(v).

定义 5.1. 设 q, A 和 ϕ 如上所述。若对任意非零向量 v ∈ V，有

q(v) = (ϕ(v), v) ≥ 0 (≤ 0),

13



线性代数课堂讲义 5 二次型与自伴变换的正定性

也等价于对任意非零向量 x ∈ Rn，有

xTAx ≥ 0 (≤ 0),

则称实二次型 q、自伴变换 ϕ 和实对称矩阵 A 是半正定的（半负定的）；若上面两式中不

等号严格成立，则称实二次型 q、自伴变换 ϕ 和实对称矩阵 A 是正定的（负定的）；若它

们既非半正定的也非半负定的，则称其是不定的。

设 A 为 n 阶方阵。对 k = 1, 2, . . . , n，将 A 的前 k 行与前 k 列交叉位置元素构成的

矩阵称作 A 的 k 阶顺序主子阵并记为 Ak，称行列式 |Ak| 为 A 的 k 阶顺序主子式。

定理 5.2. 设 A 为 n 阶实对称矩阵，那么下面的陈述等价：

1. Rn 上的实二次型 f(x) = xTAx 正定，即实对称矩阵 A 正定；

2. 上述 f 的正惯性指数等于 n；

3. A 的所有特征值均为正数；

4. A 与单位矩阵合同；

5. 存在 n 阶可逆实矩阵 B，使得 A = BTB；

6. A 的 k 阶顺序主子式为正数，k = 1, 2, . . . , n。

证明. (1) ⇒ (2)。设 M 为可逆矩阵，使得 MTAM = diag{d1, d2, . . . , dn}。若存在 di < 0，

则对 x =Mei 有

xTAx = eTi M
TAMei = di < 0,

与 A 正定矛盾。因此 di > 0。

(2) ⇒ (3)。设 λ1, . . . , λn 是 A 的所有特征值，那么存在正交矩阵 U 使得

UTAU = diag{λ1, λ2, . . . , λn}.

由正惯性指数为 n 可得 λi > 0。

(3) ⇒ (4)。令 D = diag{1/
√
λ1, 1/

√
λ2, . . . , 1/

√
λn}，则

(UD)TAUD = DTUTAUD = In.

(4) ⇒ (5)。若 MTAM = In，则 A = BTB，其中 B =M−1。

(5) ⇒ (1)。若 A = BTB 且 B 可逆，则对任意非零向量 x ∈ Rn，有 Bx 6= 0，从而

f(x) = xTAx = xTBTBx = (Bx)TBx > 0.

(1) ⇒ (6)。对任意非零向量 x ∈ Rk，由分块形式可得 xTAkx > 0，因此 Ak 正定。由

已证的 (1) ⇒ (3)，Ak 的特征值均为正数，因此 |Ak| > 0。

(6) ⇒ (1)。对 n 作归纳。设结论对 n− 1 成立，并设 A 的顺序主子式均为正数。记

A =

(
An−1 b

bT d

)
.

由归纳假设，An−1 正定且可逆。令 d′ = d− bTA−1
n−1b，则 |A| = |An−1|d′，故 d′ > 0。于是

A 合同于 diag(An−1, d
′)，从而 A 正定。
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推论 5.3. n 阶实对称矩阵 A 负定当且仅当 A 的 k 阶顺序主子式 |Ak| 的符号为 (−1)k，

k = 1, 2, . . . , n。

例 5.4. 设 a1, a2, . . . , an 为互不相同的非负整数。证明：n 阶实对称矩阵

A =

(
1

ai + aj + 1

)
n×n

正定。

证明. 注意到
1

ai + aj + 1
=

∫ 1

0

tai+aj dt.

对任意非零向量 x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn，有

xTAx =
n∑

i=1

n∑
j=1

xixj

∫ 1

0

tai+aj dt

=

∫ 1

0

(
n∑

i=1

xit
ai

)2

dt.

由于 a1, a2, . . . , an 互不相同，函数 ta1 , ta2 , . . . , tan 线性无关。若 x 6= 0，则

n∑
i=1

xit
ai

不是零函数，因此其平方在 [0, 1] 上连续、非负且不恒为零，从而∫ 1

0

(
n∑

i=1

xit
ai

)2

dt > 0.

故对任意非零 x ∈ Rn 都有 xTAx > 0，所以 A 正定。

注 5.5. 也可以尝试证明这个矩阵的行列式为正，然后用归纳法说明它是正定矩阵。

例 5.6. 判断

A =

1 1 0

1 1 0

0 0 2


的正定性。

对任意 x = (x1, x2, x3)
T ∈ R3，有

xTAx = x21 + 2x1x2 + x22 + 2x23 = (x1 + x2)
2 + 2x23 ≥ 0,

所以 A 半正定。取非零向量 x = (1,−1, 0)T，则 xTAx = 0，因此 A 不是正定矩阵。

从特征值角度也可验证：前两个坐标上的矩阵

(
1 1

1 1

)
的特征值为 2, 0，第三个方向

的特征值为 2，故 A 的特征值为 2, 2, 0，全为非负但不全为正。
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定理 5.7. 设 A 为 n 阶实对称矩阵，r = rank(A)，那么下面的陈述等价：

1. Rn 上的实二次型 f(x) = xTAx 半正定，即 A 半正定；

2. 上述 f 的正惯性指数为 r，负惯性指数为 0；

3. A 的所有特征值均非负；

4. A 与
(
Ir O

O O

)
n×n

合同；

5. 存在秩为 r 的 n 阶实矩阵 B，使得 A = BTB。

5.2 酉空间与酉二次型

定义 5.8. 1. 设 ϕ 是 n 维酉空间 V 上的自伴变换，在一组标准正交基下的矩阵为 A，

称 V 上实值函数 q(v) = (ϕ(v), v) 为一个酉二次型。

2. 若对任意非零向量 v ∈ V，有

q(v) = (ϕ(v), v) ≥ 0 (≤ 0),

也等价于对任意非零向量 x ∈ Cn，有

xHAx ≥ 0 (≤ 0),

则称酉二次型 q、自伴变换 ϕ 和 Hermite 矩阵 A 是半正定的（半负定的）；若上面两

式中不等号严格成立，则称它们是正定的（负定的）；若它们既非半正定的也非半负

定的，则称其是不定的。

定理 5.9. 设 A 为 n 阶 Hermite 矩阵，那么下面的陈述等价：

1. Cn 上的酉二次型 f(x) = xHAx 正定，即 Hermite 矩阵 A 正定；

2. A 的所有特征值均为正数；

3. A 与单位矩阵 Hermite 合同，即存在可逆复矩阵 M，使得 MHAM = In；

4. 存在 n 阶可逆复矩阵 B，使得 A = BHB；

5. A 的所有 k 阶顺序主子式均为正数，k = 1, 2, . . . , n。

推论 5.10. n 阶 Hermite 矩阵 A 负定当且仅当 A 的 k 阶顺序主子式 |Ak| 的符号为
(−1)k，k = 1, 2, . . . , n。

定理 5.11. 设 A 为 n 阶 Hermite 矩阵，r = rank(A)，那么下面的陈述等价：

1. Cn 上的酉二次型 f(x) = xHAx 半正定，即 A 半正定；

2. A 的所有特征值均非负；

3. A 与
(
Ir O

O O

)
n×n

是 Hermite 合同的；

4. 存在秩为 r 的 n 阶复矩阵 B，使得 A = BHB。
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推论 5.12. 对有限维内积空间 V 上的自伴变换 ϕ，下面的陈述等价：

1. ϕ 是正定（半正定）变换；

2. ϕ 的所有特征值均是正的（非负的）；

3. 存在 V 上（可逆）线性变换 ψ，使得 ϕ = ψ∗ψ。

命题 5.13. 一个 n 阶实对称（Hermite）矩阵 A 是正定的当且仅当 A 是某个 n 维欧氏空

间（酉空间）的内积在一组标准正交基下的度量矩阵。

例 5.14. 设 A 是 n 阶正定矩阵，B 是 m × n 实矩阵。证明：BTAB 正定当且仅当

rank(B) = n。

证明. 对任意 x ∈ Rn，有

xTBTABx = (Bx)TA(Bx).

若 rank(B) = n，则任意非零 x 都满足 Bx 6= 0。由于 A 正定，故

(Bx)TA(Bx) > 0,

所以 BTAB 正定。

反过来，若 rank(B) < n，则存在非零 x ∈ Rn 使得 Bx = 0，于是

xTBTABx = 0,

这与 BTAB 正定矛盾。因此必须有 rank(B) = n。

课堂提示

正定性可以从多个等价角度判断：二次型取值、惯性指数、特征值、合同标准形、BHB

或 BTB 分解、顺序主子式。课堂计算中顺序主子式判别最直接，理论推导中特征值和

分解更灵活。

本节小结

• 实二次型、自伴变换、实对称矩阵的正定性是一组等价语言。

• 正定实对称矩阵等价于全部特征值为正，也等价于所有顺序主子式为正。

• 半正定对应非负特征值和秩为 r 的平方分解。

• Hermite 矩阵和酉二次型有平行的正定与半正定判别。

6 极分解与奇异值分解

本节目标

• 理解半正定变换平方根的存在性和唯一性。

• 掌握线性变换和矩阵的极分解。

• 掌握线性变换和矩阵的奇异值分解。
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6.1 半正定平方根与极分解

命题 6.1. 对有限维内积空间 V 上的自伴变换 ϕ，下面的陈述等价：

1. ϕ 是半正定（正定）变换；

2. ϕ 有半正定（正定）的平方根；

3. ϕ 有自伴（自伴且可逆）的平方根。

证明. 由第 3 章中结论，存在 V 的标准正交基 α，使得 ϕ 在 α 下的矩阵是一个实对角矩

阵

diag{λ1, λ2, . . . , λn}.

若 ϕ 半正定，则 λi ≥ 0。令 φ 在 α 下的矩阵为

diag{
√
λ1,
√
λ2, . . . ,

√
λn},

则 φ 半正定且 φ2 = ϕ；若 ϕ 正定，则 φ 亦然。第二条推出第三条显然。若 φ 自伴且

φ2 = ϕ，那么 ϕ = φ2 = φ∗φ 是半正定的，并且若 φ 可逆，则 ϕ 正定。

命题 6.2. 若 φ, φ′ 是有限维内积空间 V 上的半正定变换且 φ2 = φ′2，则 φ = φ′。

证明. 记 ϕ = φ2 = φ′2。由 φ 半正定知 φ 可对角化且有非负特征值，那么 φ 关于特征值

λ ≥ 0 的特征子空间即为 ϕ 关于特征值 λ2 的特征子空间。对 φ′ 作类似讨论可以看出，φ

和 φ′ 可对角化且有相同的特征值和特征子空间，因此 φ = φ′。

定理 6.3. 设 V 是有限维内积空间，ϕ 是 V 上的线性变换，那么有

1. 存在 V 上的保距线性变换 ψ 和唯一的半正定变换 φ，使得 ϕ = ψφ。此时 φ 即为

ϕ∗ϕ 唯一的半正定平方根；

2. 若 ϕ 可逆，则第一条中分解唯一。

证明. 由推论 6.2.3 或由定义直接验证可知 ϕ∗ϕ 是半正定变换。若 ϕ = ψφ，其中 ψ 是保

距线性变换，φ 是半正定变换，则

ϕ∗ϕ = φ∗ψ∗ψφ = φ∗φ = φ2,

故 φ 是 ϕ∗ϕ 唯一的半正定平方根。

下面证明分解存在。由 φ2 = ϕ∗ϕ，对任意 v ∈ V 有

‖φ(v)‖2 = (φ(v), φ(v)) =
(
v, φ2(v)

)
= (v, ϕ∗ϕ(v)) = (ϕ(v), ϕ(v)) = ‖ϕ(v)‖2 .

定义映射

ψ1 : Imφ→ Imϕ, φ(v) 7→ ϕ(v).

若 φ(u) = φ(v)，则

‖ϕ(u)− ϕ(v)‖ = ‖ϕ(u− v)‖ = ‖φ(u− v)‖ = 0,

从而 ϕ(u) = ϕ(v)，故 ψ1 合理定义。由上式可知 ψ1 保长度从而是单射；又 Kerφ = Kerϕ，
由维数定理有 dim Imφ = dim Imϕ，因此 ψ1 是保距同构。
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线性代数课堂讲义 6 极分解与奇异值分解

任取保距同构 ψ2 : (Imφ)⊥ → (Imϕ)⊥，并定义

ψ = ψ1 ⊕ ψ2 : V = Imφ⊕ (Imφ)⊥ → V = Imϕ⊕ (Imϕ)⊥.

那么 ψ 是保距线性变换，且 ψφ(v) = ψ1(φ(v)) = ϕ(v)。若 ϕ 可逆，则 φ 亦可逆，从而

ψ = ϕφ−1。

注 6.4. 需要指出，对酉空间上线性变换 ϕ的极分解 ϕ = ψφ，其中 ψ 是保距线性变换，φ

是半正定变换，ψ 和 φ 都可酉相似对角化，但未必有同时使其对角化的标准正交基。

推论 6.5. 设 A 为 n 阶实（复）方阵，那么有

1. 存在正交（酉）矩阵 U 和唯一的半正定实对称（Hermite）矩阵 B，使得 A = UB。

此时 B 即为 AHA 唯一的半正定平方根；

2. 若 A 可逆，则第一条中分解唯一。

例 6.6. 设

A =

(
0 2

1 0

)
.

则

ATA =

(
1 0

0 4

)
, B = (ATA)1/2 =

(
1 0

0 2

)
.

由于 A 可逆，极分解唯一，且

U = AB−1 =

(
0 2

1 0

)(
1 0

0 1/2

)
=

(
0 1

1 0

)
.

于是

A = UB =

(
0 1

1 0

)(
1 0

0 2

)
.

其中 U 是正交矩阵，B 是半正定实对称矩阵。

例 6.7. 再看一个不可逆矩阵的极分解。设

A =

0 2 0

0 0 0

0 0 3

 .

显然 A 不可逆。先计算

ATA =

0 0 0

2 0 0

0 0 3


0 2 0

0 0 0

0 0 3

 =

0 0 0

0 4 0

0 0 9

 .

因此

B = (ATA)1/2 =

0 0 0

0 2 0

0 0 3

 .
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此时 B 的对角元中有且仅有一个 0。由于 B 不可逆，不能用 U = AB−1 来求正交矩阵

U。观察到

ImB = Span{e2, e3}, ImA = Span{e1, e3},

并且

Be2 = 2e2, Ae2 = 2e1, Be3 = 3e3, Ae3 = 3e3.

所以只需选择一个正交矩阵 U，使得

Ue2 = e1, Ue3 = e3.

例如取

U =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,

则 U 是正交矩阵，并且

UB =

0 1 0

1 0 0

0 0 1


0 0 0

0 2 0

0 0 3

 =

0 2 0

0 0 0

0 0 3

 = A.

于是

A = UB =

0 1 0

1 0 0

0 0 1


0 0 0

0 2 0

0 0 3


就是 A 的一个极分解。

6.2 奇异值分解

设 n维内积空间 V 上有线性变换 ϕ。半正定变换 ϕ∗ϕ有非负实特征值 λ1, λ2, . . . , λn。

令

si =
√
λi, i = 1, 2, . . . , n,

称为 ϕ 的奇异值。若 λ = λi 是 ϕ∗ϕ 的一个特征值，则其特征子空间的维数称为奇异值

s = si 的重数。

定理 6.8. 设 n 维内积空间 V 上的线性变换 ϕ 有奇异值 s1, s2, . . . , sn，那么存在 V 的标

准正交基 ξ1, ξ2, . . . , ξn 和 η1, η2, . . . , ηn 使得

ϕ(ξi) = siηi, i = 1, 2, . . . , n.

此时有

ϕ(v) = (v, ξ1) s1η1 + (v, ξ2) s2η2 + · · ·+ (v, ξn) snηn, ∀v ∈ V.

证明. 作极分解 ϕ = ψφ，其中 ψ 为保距线性变换，φ 为 ϕ∗ϕ 的半正定平方根。那么 φ 的

特征值即为 s1, s2, . . . , sn，且存在 V 的标准正交基 ξ1, ξ2, . . . , ξn，使得 ξi 是 φ 关于 si 的

特征向量。
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令 ηi = ψ(ξi)。由于 ψ 是保距线性变换，因此 η1, η2, . . . , ηn 亦是 V 的标准正交基，且

ϕ(ξi) = ψ(φ(ξi)) = ψ(siξi) = siηi.

又

v = (v, ξ1) ξ1 + (v, ξ2) ξ2 + · · ·+ (v, ξn) ξn,

以 ϕ 作用即得定理最后一个等式。

推论 6.9. 对 n 阶实（复）矩阵 A，存在正交（酉）矩阵 P,Q，使得

A = Q diag{s1, s2, . . . , sn}PH ,

其中 s1, s2, . . . , sn 是半正定矩阵 AHA 特征值的非负平方根。

例 6.10. 继续设

A =

(
0 2

1 0

)
.

由 ATA = diag{1, 4} 可知 A 的奇异值为 1, 2。取

ξ1 = e1, ξ2 = e2, η1 = e2, η2 = e1,

则

Aξ1 = e2 = 1 · η1, Aξ2 = 2e1 = 2 · η2.

因此可取

P = I2, Q = (η1, η2) =

(
0 1

1 0

)
, Σ = diag{1, 2},

并得到

A = QΣP T .

例 6.11. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的线性变换。证明：ϕ 的零奇异值的重数等于

dim Kerϕ。

证明. 奇异值来自半正定变换 ϕ∗ϕ的特征值的非负平方根。因此零奇异值的重数就是 ϕ∗ϕ

关于特征值 0 的特征子空间维数，即 dim Ker(ϕ∗ϕ)。

对任意 v ∈ V，

ϕ∗ϕ(v) = 0 =⇒ ‖ϕ(v)‖2 = (ϕ(v), ϕ(v)) = (ϕ∗ϕ(v), v) = 0 =⇒ ϕ(v) = 0.

反向包含 Kerϕ ⊆ Ker(ϕ∗ϕ) 显然成立，所以

Ker(ϕ∗ϕ) = Kerϕ.

故零奇异值的重数等于 dim Kerϕ。

课堂提示

极分解可类比非零复数的极坐标：ϕ = ψφ 中 ψ 负责“保长度的旋转或反射”，φ 是由

ϕ∗ϕ 决定的半正定“伸缩”。SVD 则进一步把这种伸缩放到两组标准正交基之间。
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本节小结

• 半正定自伴变换存在唯一半正定平方根。

• 极分解为 ϕ = ψφ，其中 ψ 保距，φ = (ϕ∗ϕ)1/2。

• 奇异值是 ϕ∗ϕ 特征值的非负平方根。

• SVD 给出 ϕ(ξi) = siηi，矩阵形式为 A = QΣPH。

7 思考与练习

A 组：基础核对题

A1. 对有限维内积空间 V 和 ϕ, ψ ∈ End(V )，证明：

(ϕ+ ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗, (cϕ)∗ = c ϕ∗, (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗, ϕ∗∗ = ϕ, id∗
V = idV .

A2. 设

A =

(
1 i

0 2

)
.

求 lA 的伴随，并判断 A 是否自伴、正规、保距。

A3. 设 ϕ 是有限维内积空间 V 上的线性变换，ψ1 = ϕ + ϕ∗，ψ2 = ϕϕ∗。证明：ψ1 = ψ∗
1，

ψ2 = ψ∗
2。

A4. 判断矩阵

A =

3 0 3

0 1 −2

3 −2 8


是否正定，并说明理由。

A5. 设 ϕ 是有限维内积空间上的自伴变换。证明：若 ϕ 正定，则 ϕ 可逆。

B 组：证明提高题

B1. 设 ϕ是有限维内积空间 V 上的线性变换。证明：若 ϕ可逆，则 ϕ∗ 也可逆且 (ϕ∗)−1 =

(ϕ−1)∗。

B2. 设 ϕ 是内积空间 V 上的线性变换。证明：

(Imϕ∗)⊥ = Kerϕ.

若 V 维数有限，进一步证明 Imϕ∗ = (Kerϕ)⊥。

B3. 设 ϕ 是正规变换。证明：若 λ1 6= λ2 是 ϕ 的特征值，则 Vλ1 ⊥ Vλ2。
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B4. 设 A = (aij)n×n 是一个实矩阵，且对任意 1 ≤ i ≤ n，有

2aii >
n∑

j=1

|aij|.

这样的矩阵称为绝对对角占优矩阵。证明：

(i) |A| > 0；

(ii) 如果 A 对称，则 A 正定。

B5. 设 ϕ 是内积空间 V 上的线性变换。证明：ϕ 是保距同构当且仅当 ϕ 的所有奇异值都

等于 1。

B6. 设 A是一个正定矩阵，B 是一个半正定矩阵。证明：如果 A−B 半正定，则 |A| ≥ |B|。

B7. 设 A,B 均为实对称矩阵或复正规矩阵。证明：AB = BA 当且仅当存在正交矩阵或

酉矩阵 U，使得 UHAU 和 UHBU 均为对角矩阵。

B8. 设 A,B 是 m×n 阶实矩阵。证明：ATA = BTB 当且仅当存在 m 阶正交矩阵 Q，使

得 A = QB。

C 组：综合应用题

C1. 对 F = R 或 C，定义标准内积空间 F3 上的线性变换

ϕ : F3 → F3, (z1, z2, z3) 7→ (z3, 2z1, 3z2).

令 φ 是 ϕ∗ϕ 的半正定平方根。求一个 F3 上的保距线性变换 ψ，使得 ϕ = ψφ。

C2. 对矩阵

A =

(
1 1

0 1

)
,

求 AHA 的特征值和 A 的奇异值，并写出一组奇异值分解。

C3. 证明：对任意 n 阶复矩阵 A，存在 n 阶对角矩阵

J = diag{±1,±1, . . . ,±1}

使得 |A+ J | 6= 0。

C4. 设 A是正定矩阵，α1, α2, . . . , αn 均为非零的 n元实列向量，且当 i 6= j 时 αT
i Aαj = 0。

证明：α1, α2, . . . , αn 线性无关。

C5. 设正规变换 ϕ 的谱分解为

ϕ = λ1ϕ1 + λ2ϕ2 + · · ·+ λkϕk.

证明对任意多项式 g(x) 有

g(ϕ) = g(λ1)ϕ1 + g(λ2)ϕ2 + · · ·+ g(λk)ϕk.
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C6. 设 A 是一个 n 阶 Hermite 矩阵，B 是一个 Hermite 半正定矩阵。证明：AB 的特征
值全为实数。

C7. 设 A,B ∈ Cn×n，A 的特征值全为 1，且存在正整数 k 使得

AkB = BAk.

证明：AB = BA。
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