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一、（10 分）记 C([0, 2π],R) 是区间 [0, 2π] 上全体连续函数作成的实线性空间，对 f, g ∈
C([0, 2π],R)，用

(f, g) =

2π∫
0

f(x)g(x)dx

来定义内积. 如果
f, g : [0, 2π]→ R, f(x) = x, g(x) = sinx

求 f 与 g 的夹角 θ.

二、（10 分）设 V 是次数 ≤ 2 的实多项式线性空间，T : V → V ,

T (f(x)) = f(x) + xf ′(x).

求 T 的特征值. 对于每个特征值，求属于它的特征子空间.

三、（10 分）设 B 是 3× 1 矩阵，C 是 1× 3 矩阵，证明：r(BC) ≤ 1；反之，若 A 是秩
为 1 的 3× 3 矩阵，证明：存在 3× 1 矩阵 B 和 1× 3 矩阵 C，使得 A = BC.

四、（10 分）设矩阵 A =


a −1 1

−1 a −1
1 −1 a

 , β =


0

1

1

. 假设线性方程组 AX = β 有解但

解不唯一.
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(1) 求 a 的值；

(2) 给出 AX = β 的一般解.

五、（10 分）设 A 是可逆实矩阵.

(1) 证明 ATA 是对称矩阵；

(2) 证明 ATA 是正定的.

六、（10 分）令 A =


0 1 1

1 −2 2

1 2 −1

 ∈M3×3(R).

(1) 求可逆矩阵 Q ∈M3×3(R) 使 QTAQ 是对角矩阵；

(2) 给出 A 的正惯性指数、负惯性指数，并确定 A 的定性.

七、（10 分）设 β = {v1, v2, . . . , vn} 是 V 的一组基，T : V → V 是线性变换，

T (v1) = v2, T (v2) = v3, . . . , T (vn−1) = vn, T (vn) = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn.

求 T 关于 β 的矩阵表示. 以及，在什么条件下 T 是同构？

八、（10 分）设 A ∈Mn×n(F) 有两个不同的特征值 λ1, λ2，且属于 λ1 的特征子空间的维
数是 n− 1，证明：A 是可对角化的.

九、（20分）判断下面命题的真伪. 若它是真命题，给出一个简单证明；若它是伪命题，举
一个具体的反例将它否定.

(1) 给定线性空间 V 的非零向量 v 和线性空间 W 的向量 w，总存在线性映射 T :

V →W 使得 T (v) = w.

(2) 若线性方程组有 m 个方程，n 个变量，且 m < n，则这个方程组一定有非零解.

(3) 若 n 阶方阵 A 的秩是 n，则 A 是可逆的.

(4) 正交变换是可对角化的.




