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2021-2022 学年线性代数 I（H）期中

任课老师：吴志祥 考试时长：120 分钟

一、（10 分）A =


1 1 1

2 1 −a
1 −2 −3

，X =


x1

x2

x3

，b =


3

9

−6

，且 AX = b 无解，求 a.

二、（10 分）证明替换定理：设向量组 α1, . . . , αs 线性无关，β = b1α1 + · · ·+ bsαs. 如果
βi ̸= 0，则 β 可替换 α1, . . . , αs 中的某个向量成为一个新的线性无关向量组.

三、（10分）设 {ε1, ε2, ε3, ε4, ε5}是欧式空间 V 的一组标准正交基，W = span(α1, α2, α3)，
其中 α1 = 2ε1 + ε2 + ε3, α2 = ε1 + ε2 + ε5, α3 = ε1 − ε2 + ε4.

(1) 求 α1, α2 的夹角；

(2) 求 W 的一组标准正交基.

四、（10 分）证明：如果向量组 {α1, . . . , αm} 的秩为 r，那么该向量组中任意 s 个向量组
成的子集的秩大于等于 r + s−m.

五、（10 分）在 R3 中取三个向量

α1 = (1,−2, 0), α2 = (−3, 0,−2), α3 = (2, 4, 3),

设 σ 是满足 σ(αi) = ei(i = 1, 2, 3) 的线性变换，其中 {e1, e2, e3} 是 R3 的自然基.

(1) 求 σ 关于自然基所对应的矩阵；

(2) 求向量 α1 = (−2, 5, 6) 在 σ 下的像.

六、（10 分）已知 R[x]n 的线性变换 σ 满足 σ(p(x)) = p(x+ 1)− p(x), p(x) ∈ R[x]n.

(1) 求 σ 的秩与核；

(2) 求所有可能的 p(x) ∈ R[x]n 和 λ ∈ R 使得 σ(p(x)) = λp(x).

七、（10 分）设 B = {α1, α2, α3, α4} 是 4 维线性空间 V 的一组基，σ 关于基 B 的矩阵为

A =


1 0 2 1

−1 2 1 3

1 2 5 5

2 −2 1 −2

 ,

求 σ 的像与核.
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八、（10 分）域 F 上所有 m × n 矩阵组成的集合 Mm×n(F) 是域 F 上的线性空间. 定义
Vi = {Aeii | A ∈ Mm×n(F)}(i = 1, 2, . . . , n)，其中 eij 是第 i 行第 j 列元素为 1，其
余元素均为 0 的 n 阶矩阵，证明：

(1) Vi 是 Mm×n(F) 的子空间；

(2) Mm×n(F) = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn.

九、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 正整数集 R+ 对如下定义的加法和数量乘法构成整数 Z 上的线性空间：

a⊕ b = ab, λ ◦ a = aλ, ∀a, b ∈ R+, λ ∈ Z;

(2) 设 σ ∈ L(V )，{α1, . . . , αn}是 V 的一组基，则 σ可逆当且仅当 {σ(α1), . . . , σ(αn)}
是 V 的一组基；

(3) 对任意实数域 R 上线性空间 V，都能找到有限个 V 的非平凡子空间 V1, . . . , Vm

使得 V1 ∪ · · · ∪ Vm；

(4) 与所有 n 阶矩阵可交换的矩阵一定是 n 阶数量矩阵.




