
浙江大学 2021–2022 学年秋冬学期 

《线性代数Ⅰ（H）》课程期中考试试卷 

开课学院： 数学科学学院  ，考试形式：闭卷 

考试时间：2021年 11月 12日,所需时间：  100    分钟 

考生姓名：         _____学号：         专业：            ________  

题序 一  二  三  四  五  六  七  八  九  总 分 

得分           

评卷人           
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�, 𝑨𝑨𝒙𝒙 = 𝒃𝒃无解，求𝑎𝑎. 

考察知识点：线性方程组求解 
二、（10 分）证明替换定理：设向量组{𝜶𝜶1,⋯ ,𝜶𝜶𝑠𝑠}线性无关，𝜷𝜷 = 𝑏𝑏1𝜶𝜶1 + ⋯+
𝑏𝑏𝑠𝑠𝜶𝜶𝑠𝑠. 如果𝑏𝑏𝑖𝑖 ≠ 0，那么用𝜷𝜷替换𝜶𝜶𝑖𝑖以后得到的向量组{𝜶𝜶1,⋯ ,𝜶𝜶𝑖𝑖−1,𝜷𝜷,𝜶𝜶𝑖𝑖+1,⋯ ,𝜶𝜶𝑠𝑠}
也线性无关。 
考察知识点：线性相关性 
三、（10 分）设{𝜺𝜺1, 𝜺𝜺2, 𝜺𝜺3, 𝜺𝜺4, 𝜺𝜺5}是欧氏空间𝑉𝑉的一组标准正交基，𝑊𝑊 =
𝐿𝐿(𝜶𝜶1,𝜶𝜶2,𝜶𝜶3)，其中𝜶𝜶1 = 2𝜺𝜺1 + 𝜺𝜺2 + 𝜺𝜺3, 𝜶𝜶2 = 𝜺𝜺1 + 𝜺𝜺2 + 𝜺𝜺5, 𝜶𝜶3 = 𝜺𝜺1 − 𝜺𝜺2 + 𝜺𝜺4。 
（1）求𝜶𝜶1,𝜶𝜶2之间的夹角； 
（2）求𝑊𝑊的一组单位正交基。 
考察知识点：内积空间，向量的长度，施密特正交化，单位正交基 
作业题改编 
四、（10 分）如果向量组{𝜶𝜶1,⋯ ,𝜶𝜶𝑚𝑚}的秩为𝑟𝑟，那么该向量组中任意𝑠𝑠个向量组

成的子集的秩大于或等于𝑟𝑟 + 𝑠𝑠 − 𝑚𝑚. 
考察知识点：向量组的秩，秩（A）+秩（B）大于等于秩（A 并 B） 
老师上课内容 
五、（10 分）在ℝ3中取三个向量： 

𝜶𝜶1 = (1,−2,0), 𝜶𝜶2 = (−3,0,−2), 𝜶𝜶3 = (2,4,3), 
设𝜎𝜎是满足𝜎𝜎(𝜶𝜶𝑖𝑖) = 𝒆𝒆𝑖𝑖(𝑖𝑖 = 1,2,3)的线性变换，其中{𝒆𝒆1, 𝒆𝒆2, 𝒆𝒆3}是ℝ3的自然基。 
（1）求𝜎𝜎关于自然基所对应的矩阵。 
（2）求向量𝜶𝜶1 = (−2,5,6)在𝜎𝜎下的象。 
考察知识点：线性映射的矩阵表示，向量的坐标，线性映射的像 
作业题改编 
六、（10 分）已知ℝ[𝑥𝑥]𝑛𝑛的线性变换𝜎𝜎�𝑝𝑝(𝑥𝑥)� =  𝑝𝑝(𝑥𝑥 + 1) − 𝑝𝑝(𝑥𝑥),𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝜖𝜖ℝ[𝑥𝑥]𝑛𝑛。 
（1）求𝜎𝜎的秩和𝐾𝐾𝐾𝐾𝑟𝑟𝜎𝜎； 
（2）求所有可能的𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝜖𝜖ℝ[𝑥𝑥]𝑛𝑛和𝜆𝜆𝜖𝜖ℝ满足𝜎𝜎�𝑝𝑝(𝑥𝑥)� = 𝜆𝜆𝑝𝑝(𝑥𝑥)。 
考察知识点：线性空间的维数，线性映射的像和核 



作业题改编 
七、（10 分）设𝐵𝐵 = {𝜶𝜶1,𝜶𝜶2,𝜶𝜶3,𝜶𝜶4}是4维向量空间𝑉𝑉的一组基，𝜎𝜎关于基𝐵𝐵所对

应的矩阵为𝐴𝐴，求𝐼𝐼𝑚𝑚𝜎𝜎和𝐾𝐾𝐾𝐾𝑟𝑟𝜎𝜎： 

𝐴𝐴 = �
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考察知识点：线性映射的矩阵表示，线性映射的像和核 
作业题改编 
八、（10 分）域𝐹𝐹上所有𝑚𝑚 × 𝑛𝑛矩阵组成的集合𝑀𝑀𝑚𝑚×𝑛𝑛(𝐹𝐹)是域𝐹𝐹上的一个线性空

间。令𝑉𝑉𝑖𝑖 = {𝐴𝐴𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖|𝐴𝐴 ∈ 𝑀𝑀𝑚𝑚×𝑛𝑛(𝐹𝐹)}，其中𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖表示第𝑖𝑖行，第𝑗𝑗列元素为1，其余元素

为0的𝑛𝑛阶矩阵，𝑖𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑛𝑛。证明： 
（1）𝑉𝑉𝑖𝑖是𝑀𝑀𝑚𝑚×𝑛𝑛(𝐹𝐹)的子空间，； 
（2）𝑀𝑀𝑚𝑚×𝑛𝑛(𝐹𝐹) = 𝑉𝑉1⨁𝑉𝑉2⨁⋯⨁𝑉𝑉𝑛𝑛. 
考察知识点：矩阵的加法、数乘和乘法，线性子空间，子空间的直和 
九、（20 分）判断下列叙述是否正确，若正确，请给出详细严谨的证明；若错

误，请具体说明理由或举出反例。 
（1）正实数集ℝ+对如下定义的加法和数量乘法构成整数ℤ上的线性空间： 

𝑎𝑎 ⊕ 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎𝑏𝑏, 𝜆𝜆 ∘ 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝜆𝜆, ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ+,𝜆𝜆𝜖𝜖ℤ. 
（2）设𝜎𝜎是𝑉𝑉(𝐹𝐹)到自身的一个映射，{𝜶𝜶1,⋯ ,𝜶𝜶𝑛𝑛}是𝑉𝑉(𝐹𝐹)的一组基，则𝜎𝜎可逆当

且仅当{𝜎𝜎(𝜶𝜶1),⋯ ,𝜎𝜎(𝜶𝜶𝑛𝑛)}是𝑉𝑉(𝐹𝐹)的一组基。 
（3）对于任意实数域ℝ上的线性空间𝑉𝑉，都能找到有限个𝑉𝑉的非平凡子空间

𝑉𝑉1,⋯ ,𝑉𝑉𝑚𝑚，使得𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 ∪ ⋯∪ 𝑉𝑉𝑚𝑚 = 𝑉𝑉。 
（4）与所有𝑛𝑛阶矩阵可交换的矩阵一定是𝑛𝑛阶数量矩阵。 
考察知识点：域的概念，线性空间概念；线性映射概念；子空间；矩阵乘法 
课后题改编+上课内容；作业题相关；书上习题；书上习题。 
 
 
 
参考答案： 

 



 



 



 



 



 



 



 


