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2022-2023 学年线性代数 I（H）期中

任课老师：谈之奕 考试时长：90 分钟

一、（15 分）参数 λ 取何值时，线性方程组
2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 1

3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 2

4x1 − 8x2 + 3x3 + x4 = λ

有解？当方程组有解时，求其一般解.

二、（15分）设 α1 = (1, 1, 1, 2)T，α2 = (3, 4, 4, 7)T，α3 = (−2, 1, 2,−3)T，α4 = (5, 3, 4, 6)T，
α5 = (4, 5, 3, 13)T，试求向量组 {α1, α2, α3, α4, α5} 的一组极大线性无关组.

三、（15 分）

(1) 已知 R2 上的线性变换 σ(x1, x2) = (x1 − x2, 2x1 − 2x2)，I 为 R2 上的恒等变换，
求 kerσ 和 im(I − σ)；

(2) 设 τ 为 Rn 上任一线性变换，I 为 Rn 上恒等变换，证明：ker τ ⊆ im(I − τ). 又
im τ ⊆ ker(I − τ) 是否一定成立？

四、（25 分）设 R[x]3 是次数小于等于 3 的实系数多项式的全体和零多项式一起组成的集
合关于多项式加法和数乘构成的实数域上的线性空间.

(1) 证明：W = {f(x) ∈ R[x]3 | f(1) = 0} 是 R[x]3 的子空间，并求 dimW 和 W 的
一组基；

(2) 定义从 R[x]3 到 R 的映射 T 如下：对任意 f(x) ∈ R[x]3，T (f(x)) = f(1)，证
明：T 是线性映射，并求 dimkerT 和 imT；

(3) 设 f, g, h ∈ R[x]3，且 f(1) = g(1) = h(1) = 0，证明：f, g, h 线性相关.

五、（30分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 向量 β 不能由向量组 α1, . . . , αn 线性表示，则向量组 α1, . . . , αn, β 线性无关；

(2) 实数集 R 对实数的加法与实数的乘法构成任意数域上的线性空间；

(3) 记 Rn
k 为至多有 k 个分量为非零实数的 n 元向量全体，Rn

k 是 Rn 的子空间；

(4) 若 S 是线性空间 V 的线性相关子集，则 S 的每个向量都是 S 的其他向量的线
性组合；

(5) 若线性映射 T : V →W 的核是 K，则 dimV = dimW + dimK；

(6) 线性空间 V 的任何子空间 W 都是某个映射 T : V → V 的核.




