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第五讲 期末复习
2023-2024学年秋冬学期线性代数 I（H）课程辅学

吴一航

浙江大学竺可桢学院学业指导中心

2023年 12月 28日
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本次课程大致框架

• 导言：这一学期我们学习了什么
• 核心：分章节讨论基本知识和题型
• 故事的结尾：未竟之美
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导言
如何应对期末考试

个人认为，线性代数的难点主要有以下三个：
1 概念的抽象定义. 大量使用公理化的定义，所以重要的是熟悉很多
例子来辅助我们理解这些概念（例如新版 LALU线性空间）. 事实
上不难发现线性代数很多例子都是为了解释概念，而非像微积分一
样介绍各种计算的方法技巧结论，事实上理解了概念线代就成功了
一大半，毕竟考试也并不强调很刁钻的技巧（特别是判断题）.

2 引入矩阵行列式后，线性代数中计算技巧也变多，特征值部分则是
大面积应用，事实上很多题目都是基本模型，属于常见技巧，在
LALU上一定有总结，教材课后题也覆盖了考试需要的技巧，当然
接下来我们会做一个比较全面的总结.

3 很难梳理出一条合适的主线，不像微积分有极限、连续、微分和积
分这样的明确的板块，只是把线性代数当成学习了线性空间、矩阵、
行列式、特征值是不够的，很多概念我们不知道为什么要引入，不
知道有什么用，使得抽象的概念更加抽象，所以 LALU很强调主线.
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导言（Cont’d）
回忆线性代数的主线

线性代数这门课讲了什么事情？

1 两个目标
1 线性空间的分类（坐标同构，蕴含了线性空间的本质特征）
2 线性映射矩阵表示的简化（矩阵的分类，基于相抵、相似、相合）

2 两个应用
1 线性方程组一般理论
2 几何（内积空间，解析几何、二次型）

3 两个思路（一个桥梁：线性映射矩阵表示）
1 几何：线性空间与线性映射
2 代数：矩阵

一句话总结：线性代数是研究线性空间和线性映射的学科，我们通过几
何和代数两个思路实现线性代数的终究目标，并在过程中解决了历史上
两个重要的问题：线性方程组的解和简单的解析几何.
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导言（Cont’d）
行列式？

回顾线性代数学习的章节，好像少了点什么...行列式在哪里呢？

1 判断矩阵是否可逆；
2 Cramer法则；
3 求特征值...
虽然它简化了我们的计算，但是其实都可以被其它方法绕过...绕不过的
是它的几何意义：线性变换对空间的拉伸程度（定义了 n维空间中的体
积）.
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线性空间
题型总览

1 线性空间的定义与判断
2 子空间的等价条件与判断
3 线性相关性的判别与等价条件，向量组的秩
4 极大线性无关组的求解
5 基与维数的求解与判定
6 向量的坐标
7 线性空间的交、并、和、直和，线性空间维数公式
8 过渡矩阵的定义与性质
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整体思路

线性空间：在集合上定义运算构成的可以用一组基张成的代数结构，特
别注意验证线性空间需要首先验证封闭性（例子见 LALU）.

我们从线性空间的定义出发，通过几条运算性质推导出了更强的性质，
发现这几条运算定义下可以有线性表示的运算，然后思考线性表示张成
空间最少需要多少向量，从而引入向量组的极大线性无关组和秩，接着
引入线性空间的基和维数，从而了解到线性空间的一切研究都可以转到
基上，这是线性空间的基本结构. 然后通过坐标发现任何一个线性空间
都能同构于向量空间 Rn，发现线性空间基之间的差别也可以被遮蔽，最
本质的同构不变量是维数，从而实现了线性空间分类这第一大目标.
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整体思路（Cont’d）
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线性相关性

平凡的定义和例子略去，我们来看以下几个经典的例子：

例 (函数线性相关性，2013-2014期末)
记 V= {f : R→ R | f可导 }，即 V是由实数导自身的全体可导函数所构
成的集合.

1 给出 V上加法和数乘使 V成为实线性空间，并写出 V的零向量.
2 记 S= {f1, f2, f3}，其中 f1(x) = x; f2(x) = sinx; f3(x) = ex,∀x ∈ R. 证明
S是 V的线性无关子集.

例
1 设向量组 α1,α2, . . . ,αn线性无关. 证明：在向量组 β ,α1,α2, . . . ,αn
中至多有一个向量 αi (1⩽ i⩽ r)可被其前面的 i个向量
β ,α1,α2, . . . ,αi−1线性表示.

2 属于不同特征值的特征向量线性无关.

证明思想：从左到右（或反之）寻找满足某些条件的向量.
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线性相关性（Cont’d）

例
设 σ 是线性空间 V上的线性变换，如果 σ k−1(α) ̸= 0，但 σ k(α) = 0，证
明：α,σ(α), . . . ,σ k−1(α) (k> 0)线性无关（本题还有对应的矩阵版本）.

例
设 A为 n阶矩阵，X1,X2,X3为 n元列向量，且
AX1 = kX1 (X1 ̸= 0),AX2 = lX1+ kX2,AX3 = lX2+ kX3 (l ̸= 0). 证明：
X1,X2,X3线性无关.

例 (2018-2019期末)
设 A是数域 F上一个 n阶方阵，E是 n阶单位矩阵，α1 ∈ Fn是 A的属于
特征值 λ 的一个特征向量，向量组 α1, α2, . . . , αs按如下方式产生：
(A−λE)αi+1 = αi(i= 1, 2, . . . , s−1). 证明向量组 {α1, α2, . . . , αs}线性
无关.
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线性相关性（Cont’d）

例
下列命题是否正确？若正确，请给出证明；若不正确，请给出反例.

1 若 α1,α2, . . . ,αm(m> 2)线性相关，则其中每个向量都是其余向量的
线性组合；

2 若 α1,α2, . . . ,αm线性无关，则其中每个向量都不是其余向量的线性
组合（并写出这一命题的等价形式）；

3 α1,α2, . . . ,αm(m> 2)线性无关的充要条件是任意两个向量都线性无
关；

4 若 α1,α2线性相关，β1,β2线性相关，则 α1+β1和 α2+β2也线性
相关；

5 若 α1,α2, . . . ,αn线性无关，则
α1+α2,α2+α3, · · · ,αn−1+αn,αn+α1也线性无关；

6 若 α1,α2,α3线性相关，则 α1+α2,α2+α3,α3+α1线性相关.
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线性子空间

定义 (线性子空间)
设W是线性空间 V(F)的非空子集，如果W对 V中的运算也构成域 F上
的线性空间，则称 W是 V的线性子空间（简称子空间）.

验证子空间时注意两条：第一验证非空，第二验证加法、数乘封闭.

例 (历年卷判断题组合)
1 域 F上的全体 n阶可逆阵构成 Mn×n(F)的一个子空间.
2 域 F上所有 n阶不可逆方阵所构成的集合是 n阶矩阵空间 Mn(F)的
子空间.

定理 (线性扩张构造子空间)
线性空间 V(F)的非空子集 S的线性扩张 span(S)是 V中包含 S的最小子
空间.
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基与维数

证明一组向量是线性空间的一组基时，以下三个条件满足其二即可：
1 线性空间中任一向量都可以被这组向量线性表示；
2 这组向量线性无关；
3 这组向量的长度等于线性空间的维数.
关于基与维数，我们有一个重要的结论，有些情况下是可以使用的：

例
证明以下两个结论：

1 设 U和W都是 V的非零子空间，如果 U⊆W，那么 dimU⩽ dimW；
2 设 U和 W都是 V的非零子空间，U⊆W，且 dimU= dimW，则
U=W.
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基与维数（Cont’d）

例 (不同数域影响数乘影响维数)
证明：线性空间 C(C)维数为 1，不同于线性空间 C(R)维数为 2.

例
证明：1,(x−5)2,(x−5)3是 R[x]4的子空间 U的一组基，其中 U定义为
U= {p ∈ R[x]4 | p′(5) = 0.

例
W= {A ∈Mn(R) | aji = kaij, i≤ j}，求 k= 0,1,2时，W的一组基和维数.

例
设 S(A) = {B ∈ Fn×n | AB= 0}.

1 证明：S(A)为 Fn×n的子空间；
2 设 r(A) = r，求 S(A)的一组基和维数.
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基与维数（Cont’d）

例
设 V1,V2是数域 F上的线性空间，∀(α1,α2),(β1,β2) ∈ V1×V2,∀k ∈ F，
规定

(α1,α2)+(β1,β2) = (α1+β1,α2+β2),

k(α1,α2) = (kα1,kα2).

1 证明：V1×V2关于以上运算构成数域 F上的线性空间；
2 若 dimV1 = m,dimV2 = n，求 dim(V1×V2).

例

设矩阵 A=

 1 −1 −1
2 a 1
−1 1 a

，B=

 2 2
1 a

−a−1 −2

，当 a为何值时，方

程 AX= B无解，有唯一解，有无穷多解？有解时，求解此方程.
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例

设矩阵 A=
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程 AX= B无解，有唯一解，有无穷多解？有解时，求解此方程.
吴一航 (浙江大学竺可桢学院学业指导中心) 期末复习 2023年 12月 28日 15 / 133



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

极大线性无关组的求解

极大线性无关组的求解方法略，但请务必掌握（高斯消元取主元素所在
列即可，原理是初等行变换不改变列向量之间的线性关系）. 极大线性
无关组求解十分常用，例如求子空间和的基，求线性映射的像等都需要
（基的扩充最程序化的方法也需要）. 但我们没有介绍过求交集的一般方
法，下面我们将给出一个例子.

例
设 α1 = (1,0,−1,0)T,α2 = (0,1,2,1)T,α3 = (2,1,0,1)T是四维实向量空间
V中的向量，它们生成的子空间为 V1，又向量
β1 = (−1,1,1,1)T,β2 = (1,−1,−3,−1)T,β3 = (−1,1,−1,1)T生成的子空
间为 V2，求 V1+V2和 V1∩V2.
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极大线性无关组的求解（Cont’d）
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线性空间的运算

运算的定义略，直和的定义、等价条件以及两种常用证明套路见 LALU，
此处不再赘述.

例 (历年卷判断题组合)
1 设 V,W是数域 F上的线性空间，则 V∪W是线性空间.
2 设 U,V,W为 V0关于数域 F的线性空间，若 U+V= U+W，则
V=W.

3 设 W1,W2是线性空间 V的两个子空间，W1∪W2 =W1+W2当且仅
当 W1 ⊆W2或 W2 ⊆W1.

4 对任意实数域 R上线性空间 V，都能找到有限个 V的非平凡子空间
V1, . . . ,Vm使得 V1∪·· ·∪Vm.

例
在数域 F上，已知 V1,V2分别为方程组 x1+ x2+ · · ·+ xn = 0与
x1 = x2 = · · ·= xn的解空间. 证明：Fn = V1⊕V2.
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过渡矩阵

定义
设 B1 = {α1,α2, . . . ,αn}与 B2 = {β1,β2, . . . ,βn}是线性空间 V(F)的任意
两组基，B2中每个基向量被基 B1表示为

(β1,β2, . . . ,βn) = (α1,α2, . . . ,αn)


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann


我们将这一矩阵称为即 B1变为基 B2的变换矩阵（或过渡矩阵）.

B1变为基 B2的过渡矩阵就是将 B2中的向量在 B1下的坐标按列排列.
1 需要特别注意说的是 B1变为基 B2的过渡矩阵还是反过来；
2 过渡矩阵是基与基之间的表示矩阵，一般向量组间不称；
3 过渡矩阵一定是可逆矩阵，且 B1变为基 B2的过渡矩阵的逆矩阵就
是 B2变为基 B1的过渡矩阵.
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过渡矩阵（Cont’d）

定理
设 α1,α2, . . . ,αn是线性无关的向量组，且

(β1,β2, . . . ,βs) = (α1,α2, . . . ,αn)A

则向量组 β1,β2, . . . ,βs的秩等于矩阵 A的秩.

这一定理利用坐标同构是非常显然的.

定理
已知 βi = a1iα1+a2iα2+ · · ·+aniαn, i= 1,2, . . . ,n，且 A= (aij)可逆，则
α1,α2, . . . ,αn与 β1,β2, . . . ,βn等价.

例
已知 β1 = α2+α3, β2 = α1+α3, β3 = α1+α2，证明 α1,α2,α3与
β1,β2,β3等价.
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已知 βi = a1iα1+a2iα2+ · · ·+aniαn, i= 1,2, . . . ,n，且 A= (aij)可逆，则
α1,α2, . . . ,αn与 β1,β2, . . . ,βn等价.

例
已知 β1 = α2+α3, β2 = α1+α3, β3 = α1+α2，证明 α1,α2,α3与
β1,β2,β3等价.
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过渡矩阵（Cont’d）

定理 (基的选择对向量坐标的影响)
设线性空间 V的两组基为 B1和 B2，且基 B1到 B2的变换矩阵（过渡矩
阵）为 A，如果 ξ ∈ V(F)在 B1和 B2下的坐标分别为 X和 Y，则
Y= A−1X.

例
设 P−1AP= B，证明：A,B分别属于同一特征值 λ 的特征向量 X和 Y满
足 Y= P−1X.

例

设矩阵 A=

−3 1 4
−4 2 4
−1 1 2

，P=

2 1 −3
4 0 5
3 −2 −1

，且矩阵 B满足

AP= PB.求 B的特征值与对应的特征子空间.
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线性映射
题型总览

1 线性映射的定义、性质与判断
2 线性映射像空间、核空间的求解
3 线性映射基本定理
4 同构的定义、判断与等价条件
5 线性映射矩阵表示
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线性映射的定义

定义 (线性映射)
从线性空间 V1(F)到 V2(F)的一个映射 σ 是线性的，如果 ∀α,β ∈ V1和
∀λ ,µ ∈ F都有

σ(λα +µβ ) = λσ(α)+µσ(β ). (1)

从线性空间 V到自身的线性映射 σ 也叫作 V上的线性变换，在有的教
材中也称为算子. 从线性空间 V(F)到域 F的线性映射 f叫作 V上的线性
泛函（或称线性函数，线性形式）.
为方便称呼，我们称对于 V1(F)到 V2(F)的线性映射 σ，V1(F)是其出发
空间，V2(F)是其到达空间，也可简记为 σ : V1 → V2.

实际上，上述定义式可以分拆为以下二式：

σ(α +β ) = σ(α)+σ(β ) (加性)
σ(λα) = λσ(α) (齐次性)
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线性映射的定义（Cont’d）

验证线性映射是常见题型，一般而言使用拆分形式的定义验证较为便捷.

例
设 α1,α2是线性空间 V(F)的一组基，x1α1+ x2α2 ∈ V. 定义
T(x1α1+ x2α2) = r1x1α1+ r2x2α2，其中 r1,r2是域 F中的两个常数. 证明：
T是 V上的一个线性变换. 当 V= R2时，说明 T的几何意义.

强调：线性映射 σ : V1 → V2满足的表达式 σ(α +β ) = σ(α)+σ(β )中左
边的加法是出发空间 V1中定义的加法运算，右边是到达空间 V2中定义
的加法运算，二者并不是同一个加法，数乘也类似.

例
设 R+是所有正实数组成的集合，加法和数乘定义如下：
∀a,b ∈ R+, k ∈ R : a⊕b= ab, k⊙a= ak，则 R+关于这一加法和数乘
构成一个实线性空间. 求 R+的一组基.
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例
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T(x1α1+ x2α2) = r1x1α1+ r2x2α2，其中 r1,r2是域 F中的两个常数. 证明：
T是 V上的一个线性变换. 当 V= R2时，说明 T的几何意义.

强调：线性映射 σ : V1 → V2满足的表达式 σ(α +β ) = σ(α)+σ(β )中左
边的加法是出发空间 V1中定义的加法运算，右边是到达空间 V2中定义
的加法运算，二者并不是同一个加法，数乘也类似.

例
设 R+是所有正实数组成的集合，加法和数乘定义如下：
∀a,b ∈ R+, k ∈ R : a⊕b= ab, k⊙a= ak，则 R+关于这一加法和数乘
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线性映射的基本性质

定理 (线性映射的基本性质)
1 设 σ 是线性空间 V1到 V2的线性映射，则 σ(01) = 02.
2 设 σ 是线性空间 V1到 V2的线性映射，如果 V1中向量

α1,α2, . . . ,αn线性相关，则 σ(α1),σ(α2), . . . ,σ(αn)也线性相关.
反之，σ(α1),σ(α2), . . . ,σ(αn)线性无关⇒ α1,α2, . . . ,αn线性无关.

需要注意的是，线性映射可能将线性无关的向量组映射为线性相关的向
量组，只有同构的时候才能保持线性无关性.
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线性映射的运算

定义 (线性映射的加法与数乘)
设 σ ,τ ∈ L (V1,V2)，规定 σ 与 τ 之和及 λ 与 σ 的数乘 λσ 分别为

(σ + τ)(α) = σ(α)+ τ(α), ∀α ∈ V1
(λσ)(α) = λ (σ(α)), ∀α ∈ V1

定理
L (V1,V2)与上述定义的线性映射加法和数乘构成域 F上的线性空间.

除此之外，我们也定义了线性映射的复合与逆，它们也都是线性映射.
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线性映射的像与核

定义
设 σ 是线性空间 V1(F)到 V2(F)的线性映射. V1的所有元素在 σ 下的像
组成的集合

σ(V1) = {β | β = σ(α), α ∈ V1}

称为 σ 的像（或值域），记作 imσ，或记作 rangeσ .
V2的零元 02在 σ 下的完全原像

σ−1(02) = {α | σ(α) = 02, α ∈ V1}

称为 σ 的核（或零空间），记作 kerσ，或记作 nullσ .

注意线性映射的像和核分别是 V2和 V1的子空间. 同样地，若 W1和 W2
分别是 V1和 V2的子空间，则 σ(W1)和 σ−1(W2)也分别是 V2和 V1的
子空间.
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线性映射的像与核（Cont’d）
请务必牢记，无论线性映射有多么复杂多么抽象，计算线性映射的像与
核的基本的方法都是：

1 设出发空间的一组基为 B= {α1,α2, . . . ,αn}，则像空间

imσ = σ(V1) = span(σ(α1),σ(α2), . . . ,σ(αn)).

即线性映射在出发空间一组基下的像的线性扩张，解答时写出极大
线性无关组然后扩张即可；

2 核空间可以直接利用定义令 σ(α) = 0，利用解线性方程组得到解集
即为结果，注意也许表示为线性扩张的形式.

例

设 A=

 1 0 2
−1 2 1
1 2 5

为两个三维线性空间之间的线性映射 σ 对应的矩

阵，求 σ 的像空间和核空间.
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线性映射的像与核（Cont’d）
请务必牢记，无论线性映射有多么复杂多么抽象，计算线性映射的像与
核的基本的方法都是：

1 设出发空间的一组基为 B= {α1,α2, . . . ,αn}，则像空间

imσ = σ(V1) = span(σ(α1),σ(α2), . . . ,σ(αn)).

即线性映射在出发空间一组基下的像的线性扩张，解答时写出极大
线性无关组然后扩张即可；

2 核空间可以直接利用定义令 σ(α) = 0，利用解线性方程组得到解集
即为结果，注意也许表示为线性扩张的形式.

例

设 A=

 1 0 2
−1 2 1
1 2 5

为两个三维线性空间之间的线性映射 σ 对应的矩

阵，求 σ 的像空间和核空间.
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线性映射的像与核（Cont’d）

例 (2014-2015期末)
设 α1,α2,α3是线性空间 V的一组基，T ∈ L (V)，且 T(α1) = α1+α2，
T(α2) = α1−α2，T(α3) = α1+2α2. 求 T的像空间和核空间，以及 T的
秩.

一般而言先求核空间更好，这样像空间的维数可以用维数公式确定.

例
设矩阵 A ∈ Fm×n，A的秩 r(A) = r，定义 Fn×p到 Fm×p的线性映射 σ，使
得 ∀X ∈ Fn×p，σ(X) = AX.求 σ 核空间的维数.
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线性映射的像与核（Cont’d）

例 (2014-2015期末)
设 α1,α2,α3是线性空间 V的一组基，T ∈ L (V)，且 T(α1) = α1+α2，
T(α2) = α1−α2，T(α3) = α1+2α2. 求 T的像空间和核空间，以及 T的
秩.

一般而言先求核空间更好，这样像空间的维数可以用维数公式确定.

例
设矩阵 A ∈ Fm×n，A的秩 r(A) = r，定义 Fn×p到 Fm×p的线性映射 σ，使
得 ∀X ∈ Fn×p，σ(X) = AX.求 σ 核空间的维数.
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线性映射的确定

定理 (线性映射唯一确定)
已知线性映射 σ ,τ ∈ L (V1,V2)，且有 V1的基 B= {α1,α2, . . . ,αn}. 若
σ(αi) = τ(αi), ∀αi ∈ B，则有 σ = τ .

即映射在一组基上的像确定了，则映射是唯一的（极好的性质）.

定理 (线性映射构造)
设 B= {α1,α2, . . . ,αn}是 V1的基，S= {β1,β2, . . . ,βn}是 V2中任意 n个
向量，则存在唯一的 σ ∈ L (V1,V2)使得 σ(αi) = βi, i= 1,2, . . . ,n.

很多时候 B只需要是一组线性无关向量组即可构造出线性映射.

例 (经典判断题)
1 给定线性空间 V的非零向量 v和线性空间W的向量 w，总存在线性
映射 T : V→W使得 T(v) = w.

2 线性空间 V的任何子空间 W都是某个映射 T : V→ V的核.
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线性映射的确定

定理 (线性映射唯一确定)
已知线性映射 σ ,τ ∈ L (V1,V2)，且有 V1的基 B= {α1,α2, . . . ,αn}. 若
σ(αi) = τ(αi), ∀αi ∈ B，则有 σ = τ .

即映射在一组基上的像确定了，则映射是唯一的（极好的性质）.

定理 (线性映射构造)
设 B= {α1,α2, . . . ,αn}是 V1的基，S= {β1,β2, . . . ,βn}是 V2中任意 n个
向量，则存在唯一的 σ ∈ L (V1,V2)使得 σ(αi) = βi, i= 1,2, . . . ,n.

很多时候 B只需要是一组线性无关向量组即可构造出线性映射.

例 (经典判断题)
1 给定线性空间 V的非零向量 v和线性空间W的向量 w，总存在线性
映射 T : V→W使得 T(v) = w.

2 线性空间 V的任何子空间 W都是某个映射 T : V→ V的核.
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线性映射的确定（Cont’d）

例
是否存在 R2到 R3的线性映射 σ 使得
σ(1,0) = (1,0,0), σ(0,1) = (0,1,0), σ(1,1) = (0,0,1)？

1 如果我们发现题目给定的条件无法满足将出发空间零元映射至到达
空间零元则一定不是线性映射；

2 如果我们发现映射将线性相关的向量组映射到了线性无关向量组，
则一定不是线性映射；

3 一定不存在从低维线性空间到高维线性空间的满射.
4 如果题目给定的映射不违反上述线性映射的必要条件，那我们可以
按照上页定理构造出相应的映射.
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线性映射基本定理

定理 (线性映射基本定理)
设 σ ∈ L (V1,V2)，若 dimV1 = n，则 r(σ)+dimkerσ = n.

例 (经典判断题)
1 若线性映射 T : V→W的核是 K，则 dimV= dimW+dimK.
2 已知 σ ∈ L(V, V)，dimV= n，则由 r(σ)+dim(kerσ) = n可得
Imσ +kerσ = V.

定理证明与结果都非常重要，下学期商空间会有更深入的理解. 证明思
想为设小扩大，下面是一个思想类似的例子：

例
已知 A,B分别 s× k和 k×n矩阵，X是 n×1的列向量. 证明：所有满足
ABX= 0的 BX构成一个线性空间 V，且 dimV= r(B)− r(AB).
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线性映射基本定理

定理 (线性映射基本定理)
设 σ ∈ L (V1,V2)，若 dimV1 = n，则 r(σ)+dimkerσ = n.

例 (经典判断题)
1 若线性映射 T : V→W的核是 K，则 dimV= dimW+dimK.
2 已知 σ ∈ L(V, V)，dimV= n，则由 r(σ)+dim(kerσ) = n可得
Imσ +kerσ = V.

定理证明与结果都非常重要，下学期商空间会有更深入的理解. 证明思
想为设小扩大，下面是一个思想类似的例子：

例
已知 A,B分别 s× k和 k×n矩阵，X是 n×1的列向量. 证明：所有满足
ABX= 0的 BX构成一个线性空间 V，且 dimV= r(B)− r(AB).
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线性映射基本定理（Cont’d）

线性映射基本定理一个重要应用是后续介绍的齐次线性方程组解空间维
数，另一个则是可以直接导出相抵标准形：

定理 (相抵标准形)
设 σ ∈ L (V1,V2)，则存在 V1,V2的两组基 B1,B2，使得 σ 在 B1,B2下的
矩阵为相抵标准形.

证明.
我们取 σ 核空间一组基 αr+1, . . . ,αn，将其扩充为 V的一组基
B′1 = (α1, . . . ,αn).

σ(α1, . . . ,αr,αr+1,αn) = (σ(α1), . . . ,σ(αr),βr+1, . . . ,βm)
(
Er O
O O

)
.
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同构

定义 (同构)
如果由线性空间 V1(F)到 V2(F)存在一个线性双射 σ，则称 V1(F)和
V2(F)是同构的，记作 V1(F)∼= V2(F). σ 称为 V1(F)到 V2(F)的一个同构
映射.

1 同构是一种等价关系；
2 对同构映射 σ，V1中向量组 α1,α2, . . . ,αm与 V2中对应的

σ(α1),σ(α2), . . . ,σ(αm)有相同的线性相关性.
经典的例子：

1 坐标映射；
2 若 dimV1(F) = m，dimV2(F) = n，则L (V1,V2)∼= Fm×n.
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同构（Cont’d）

定理 (同构的等价条件)
两个线性空间 V1(F)和 V2(F)同构的充要条件是它们的维数相等.

例 (2019-2020期末拓展)
判断：复数集 C关于复数的加法与复数的乘法构成的复数域上的线性空
间与 C2同构（若同构可以进一步思考同构映射的构造）.

例 (2009-2010期末)
设 β = {v1,v2, . . . ,vn}是 V的一组基，T : V→ V是线性变换，
T(v1) = v2,T(v2) = v3, . . . ,T(vn−1) = vn,T(vn) = a1v1+a2v2+ · · ·+anvn. 求
T关于 β 的矩阵表示. 以及，在什么条件下 T是同构？

例 (2012-2013期末)
判断：若有限维线性空间 V的线性映射 T : V→ V是可对角化的，则 T
是同构.
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同构（Cont’d）

定理 (同构的等价条件)
两个线性空间 V1(F)和 V2(F)同构的充要条件是它们的维数相等.

例 (2019-2020期末拓展)
判断：复数集 C关于复数的加法与复数的乘法构成的复数域上的线性空
间与 C2同构（若同构可以进一步思考同构映射的构造）.

例 (2009-2010期末)
设 β = {v1,v2, . . . ,vn}是 V的一组基，T : V→ V是线性变换，
T(v1) = v2,T(v2) = v3, . . . ,T(vn−1) = vn,T(vn) = a1v1+a2v2+ · · ·+anvn. 求
T关于 β 的矩阵表示. 以及，在什么条件下 T是同构？

例 (2012-2013期末)
判断：若有限维线性空间 V的线性映射 T : V→ V是可对角化的，则 T
是同构.
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同构（Cont’d）

定理 (同构的等价条件)
两个线性空间 V1(F)和 V2(F)同构的充要条件是它们的维数相等.

例 (2019-2020期末拓展)
判断：复数集 C关于复数的加法与复数的乘法构成的复数域上的线性空
间与 C2同构（若同构可以进一步思考同构映射的构造）.

例 (2009-2010期末)
设 β = {v1,v2, . . . ,vn}是 V的一组基，T : V→ V是线性变换，
T(v1) = v2,T(v2) = v3, . . . ,T(vn−1) = vn,T(vn) = a1v1+a2v2+ · · ·+anvn. 求
T关于 β 的矩阵表示. 以及，在什么条件下 T是同构？

例 (2012-2013期末)
判断：若有限维线性空间 V的线性映射 T : V→ V是可对角化的，则 T
是同构.
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线性映射综合题

例 (2010-2011期末改编，2022-2023期中)
设

P=

1 1 0
0 1 0
0 0 0

 , Q=

(
0 0
1 0

)
,

定义 R3×2上映射 σ：
σ(A) = PAQ.

1 验证 σ 是线性映射；
2 求 imσ 和 kerσ；
3 求 R3×2的两组基 B1,B2，使得 σ 在 B1,B2下的矩阵为对角矩阵.
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线性映射综合题（Cont’d）

例
设 V=M2(R)是 R上所有 2×2矩阵构成的实数域上的线性空间. 已知

A=

(
1 −1
λ 1

)
(λ ∈ R), B=

(
1 2
−1 −1

)

1 证明：φ(X) = AXB为 V上的线性变换；
2 证明：λ ̸=−1时，φ 为可逆线性变换；

3 λ =−1时，求 φ 的像空间和核空间；
4 将 3中的值域扩充为 V的一组基，并求 φ 在这组基下的矩阵.
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线性映射综合题（Cont’d）

例 (2011-2012期末)
记线性映射 σ 的核为 ker σ，像为 im σ . 设 σ1,σ2 : V→ V是线性映射.
证明：

1 ker σ1 ⊆ ker (σ2 ◦σ1).
2 im (σ2 ◦σ1)⊆ im σ2.

例 (2011-2012期末)
设 B= {v1,v2,v3}是线性空间 V的一组基，线性映射 σ : V→ V定义如
下：σ(v1) = v2+ v3,σ(v2) = v3,σ(v3) = v1− v2.

1 给出 σ 关于基 B的矩阵表示.
2 证明 B′ = {v2,v3+ v1,v1− v2}是 V的另一组基.
3 给出 σ 关于基 B′的矩阵表示.
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矩阵
题型总览

1 矩阵的加法、数乘、乘法、逆、转置等基本运算及其性质
2 分块矩阵的性质
3 初等变换与相抵标准形，矩阵秩的定义，秩不等式及其应用
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概述

本节不再赘述矩阵加法、数乘、乘法、逆、转置、分块等基本运算与性
质（以及与线性映射的联系），这些都在 LALU有详细总结（还有对角
矩阵和三角矩阵的很好的乘积、可逆性质需要了解），这里主要给出习
题以及一些需要特别强调的性质.

例

已知矩阵 A=

a b c
d e f
h x y

的逆是 A−1 =

−1 −2 −1
2 1 0
0 −3 −1

，
B=

a−2b b−3c −c
d−2e e−3f −f
h−2x x−3y −y

. 求矩阵 X满足：

X+
(
B(ATB2)−1AT

)−1
= X

(
A2(BTA)−1BT

)−1
(A+B)
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转置

强调两点：求幂和对称性（（反）对称矩阵详见 LALU）

例
1 设 α = (1,−1,2)T, β = (3,1,−2)T, A= αβ T，求 An.

2 设 α,β 为三维列向量，且 αβ T =

−1 2 1
1 −2 −1
2 −4 −2

，求 αTβ .

3 设 A为 n阶实矩阵，且 ATA= O. 证明：A= O.

4 求矩阵


a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

的逆.

例 (2012-2013期末)
判断：若 A,B是对称矩阵，则 AB也是对称矩阵.
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初等变换与初等矩阵

定义
将单位矩阵 E做一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵，与三种初等
行、列变换对应的三类初等矩阵为：

1 将单位矩阵第 i行（或列）乘 c，得到初等倍乘矩阵 Ei(c)；
2 将单位矩阵第 i行乘 c加到第 j行，或将第 j列乘 c加到第 i列，得
到初等倍加矩阵 Eij(c)；

3 将单位矩阵第 i, j行（或列）对换，得到初等对换矩阵 Eij.

1 倍加变化请注意 i和 j在行列变换的情况下的不同，行变换是第 i行
乘 c加到第 j行，列变换是第 j列乘 c加到第 i列；

2 可逆：E−1i (c) = Ei
(
1
c

)
，E−1ij (c) = Eij(−c)，E−1ij = Eij.

3 转置：ETi (c) = Ei(c)，ETij(c) = Eji(c)，ETij = Eij.
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初等变换与初等矩阵（Cont’d）

定理 (初等变换最重要的两个定理)
1 初等变换不改变矩阵的秩（包括行变换和列变换）.
2 任意可逆矩阵都可以被表示为若干个初等矩阵的乘积.

大量的结论可以从这两个定理推出，例如相抵标准形，|AB|= |A||B|，以
及初等变换求逆的方法等. （注意初等矩阵行列式（注意初等矩阵不分
行列，左乘右乘区分初等行列变换）：|Eij|=−1, |Ei(c)|= c, |Eij(k)|= 1）

例
设 A为 n阶可逆矩阵，证明：只用倍加变换，可以将 A变成
diag(1, · · · ,1, |A|).

教材第四章补充题 6-8也是此类型的题目.
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初等变换与初等矩阵（Cont’d）

定理 (初等变换最重要的两个定理)
1 初等变换不改变矩阵的秩（包括行变换和列变换）.
2 任意可逆矩阵都可以被表示为若干个初等矩阵的乘积.

大量的结论可以从这两个定理推出，例如相抵标准形，|AB|= |A||B|，以
及初等变换求逆的方法等. （注意初等矩阵行列式（注意初等矩阵不分
行列，左乘右乘区分初等行列变换）：|Eij|=−1, |Ei(c)|= c, |Eij(k)|= 1）

例
设 A为 n阶可逆矩阵，证明：只用倍加变换，可以将 A变成
diag(1, · · · ,1, |A|).

教材第四章补充题 6-8也是此类型的题目.
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矩阵的逆

矩阵的逆求解介绍了三种方法：解方程，初等变换（矩阵方程思想也来
源于此）和伴随矩阵，其中后两者更为常用，请务必掌握，但过于平凡
此处不再赘述. 下面介绍一些不那么平凡的问题，特别是更常用的求逆
技术：凑因子法.

例
设 A为 n阶可逆矩阵，A的每行各元素之和都等于 k，证明：

1 k ̸= 0且 A−1的每行各元素之和都等于
1
k
；

2 Ai（其中 i为正整数）每行元素之和为 ki（这一性质不要求可逆）.

本题有关于每行元素相同的矩阵，此类矩阵有特定的特征向量
(1, · · · ,1)T，特征值为 k.

例 (2018-2019期末)
设 n阶方阵 A的每一行元素之和是 10，则 2A3+A+9En的每一行元素
之和是 2019.
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矩阵的逆

矩阵的逆求解介绍了三种方法：解方程，初等变换（矩阵方程思想也来
源于此）和伴随矩阵，其中后两者更为常用，请务必掌握，但过于平凡
此处不再赘述. 下面介绍一些不那么平凡的问题，特别是更常用的求逆
技术：凑因子法.

例
设 A为 n阶可逆矩阵，A的每行各元素之和都等于 k，证明：

1 k ̸= 0且 A−1的每行各元素之和都等于
1
k
；

2 Ai（其中 i为正整数）每行元素之和为 ki（这一性质不要求可逆）.

本题有关于每行元素相同的矩阵，此类矩阵有特定的特征向量
(1, · · · ,1)T，特征值为 k.

例 (2018-2019期末)
设 n阶方阵 A的每一行元素之和是 10，则 2A3+A+9En的每一行元素
之和是 2019.
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矩阵的逆

矩阵的逆求解介绍了三种方法：解方程，初等变换（矩阵方程思想也来
源于此）和伴随矩阵，其中后两者更为常用，请务必掌握，但过于平凡
此处不再赘述. 下面介绍一些不那么平凡的问题，特别是更常用的求逆
技术：凑因子法.

例
设 A为 n阶可逆矩阵，A的每行各元素之和都等于 k，证明：

1 k ̸= 0且 A−1的每行各元素之和都等于
1
k
；

2 Ai（其中 i为正整数）每行元素之和为 ki（这一性质不要求可逆）.

本题有关于每行元素相同的矩阵，此类矩阵有特定的特征向量
(1, · · · ,1)T，特征值为 k.

例 (2018-2019期末)
设 n阶方阵 A的每一行元素之和是 10，则 2A3+A+9En的每一行元素
之和是 2019.
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矩阵的逆（Cont’d）
凑因子法：利用给出的矩阵多项式或者表达式构造出待求矩阵乘以另一
个矩阵等于单位矩阵的常数倍的形式，然后就可以说明可逆性.

例
设方阵 A满足 A2−A−2E= O，证明：

1 A和 E−A都是可逆矩阵，并求它们的逆矩阵；
2 A+E和 A−2E不可能同时可逆.

例
若 A,B为两个 n阶矩阵且满足 A+B= AB，证明：

1 A−E和 B−E均可逆；
2 AB= BA；
3 r(A) = r(B).

上例非常经典，事实上对称性蕴含着 AB= BA，而满足 AB= BA的两个
矩阵在特征值还有更多好的性质.
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矩阵的逆（Cont’d）
凑因子法：利用给出的矩阵多项式或者表达式构造出待求矩阵乘以另一
个矩阵等于单位矩阵的常数倍的形式，然后就可以说明可逆性.

例
设方阵 A满足 A2−A−2E= O，证明：

1 A和 E−A都是可逆矩阵，并求它们的逆矩阵；
2 A+E和 A−2E不可能同时可逆.

例
若 A,B为两个 n阶矩阵且满足 A+B= AB，证明：

1 A−E和 B−E均可逆；
2 AB= BA；
3 r(A) = r(B).

上例非常经典，事实上对称性蕴含着 AB= BA，而满足 AB= BA的两个
矩阵在特征值还有更多好的性质.
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矩阵的逆（Cont’d）

除了上述凑因子法，其它方法在 LALU上也有介绍，了解即可. 这里我
们再介绍一个提逆思想（考虑矩阵运算性质，转加法为乘法）：

例
设 A,B,A+B都是可逆矩阵，求证：A−1+B−1也是可逆矩阵.

证明.
A−1+B−1 = A−1(A+B)B−1，由此可知其逆为 B(A+B)−1A.

例 (2019-2020期末)
1 设 A为 n阶矩阵且 E−A可逆，证明：A与 (E−A)−1相乘可交换；
2 设 A为 n阶实反对称矩阵且 E+A可逆，证明：(E−A)(E+A)−1为
正交矩阵，且 −1不为其特征值.
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矩阵的逆（Cont’d）

除了上述凑因子法，其它方法在 LALU上也有介绍，了解即可. 这里我
们再介绍一个提逆思想（考虑矩阵运算性质，转加法为乘法）：

例
设 A,B,A+B都是可逆矩阵，求证：A−1+B−1也是可逆矩阵.

证明.
A−1+B−1 = A−1(A+B)B−1，由此可知其逆为 B(A+B)−1A.

例 (2019-2020期末)
1 设 A为 n阶矩阵且 E−A可逆，证明：A与 (E−A)−1相乘可交换；
2 设 A为 n阶实反对称矩阵且 E+A可逆，证明：(E−A)(E+A)−1为
正交矩阵，且 −1不为其特征值.
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矩阵的逆（Cont’d）

除了上述凑因子法，其它方法在 LALU上也有介绍，了解即可. 这里我
们再介绍一个提逆思想（考虑矩阵运算性质，转加法为乘法）：

例
设 A,B,A+B都是可逆矩阵，求证：A−1+B−1也是可逆矩阵.

证明.
A−1+B−1 = A−1(A+B)B−1，由此可知其逆为 B(A+B)−1A.

例 (2019-2020期末)
1 设 A为 n阶矩阵且 E−A可逆，证明：A与 (E−A)−1相乘可交换；
2 设 A为 n阶实反对称矩阵且 E+A可逆，证明：(E−A)(E+A)−1为
正交矩阵，且 −1不为其特征值.
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矩阵的逆（Cont’d）

除了上述凑因子法，其它方法在 LALU上也有介绍，了解即可. 这里我
们再介绍一个提逆思想（考虑矩阵运算性质，转加法为乘法）：

例
设 A,B,A+B都是可逆矩阵，求证：A−1+B−1也是可逆矩阵.

证明.
A−1+B−1 = A−1(A+B)B−1，由此可知其逆为 B(A+B)−1A.

例 (2019-2020期末)
1 设 A为 n阶矩阵且 E−A可逆，证明：A与 (E−A)−1相乘可交换；
2 设 A为 n阶实反对称矩阵且 E+A可逆，证明：(E−A)(E+A)−1为
正交矩阵，且 −1不为其特征值.
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可逆矩阵等价条件

以下定理在解决问题时非常重要，请务必掌握：

定理 (可逆等价条件)
设 A ∈Mn(F)，则下列命题等价：

1 A可逆（线性映射可逆、单射 +满射)；
2 r(A) = n；
3 A的 n个行（列）向量线性无关；
4 齐次线性方程组 AX= 0只有零解；
5 |A| ̸= 0；
6 A的特征值没有 0.

例 (2019-2020期末)
判断：设 A1, A2, . . . , An+1是任意 n+1个 n阶矩阵，必存在不全为 0的
实数 λ1, λ2, . . . , λn+1，使得矩阵 λ1A1+λ2A2+ · · ·+λn+1An+1不可逆.
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可逆矩阵等价条件

以下定理在解决问题时非常重要，请务必掌握：

定理 (可逆等价条件)
设 A ∈Mn(F)，则下列命题等价：

1 A可逆（线性映射可逆、单射 +满射)；
2 r(A) = n；
3 A的 n个行（列）向量线性无关；
4 齐次线性方程组 AX= 0只有零解；
5 |A| ̸= 0；
6 A的特征值没有 0.

例 (2019-2020期末)
判断：设 A1, A2, . . . , An+1是任意 n+1个 n阶矩阵，必存在不全为 0的
实数 λ1, λ2, . . . , λn+1，使得矩阵 λ1A1+λ2A2+ · · ·+λn+1An+1不可逆.
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相抵标准形

定理

设 A是 m×n矩阵，则存在可逆矩阵 P和 Q，使得

PAQ=

(
Er O
O O

)
= Ur

其中 Er表示 r阶单位矩阵，r= r(A).

1 从线性映射的角度来看，我们能找到一组基使得任意线性映射在这
组基下的矩阵为相抵标准形，这是线性映射基本定理的应用；从矩
阵角度看，相抵标准形是初等变换的结果，联系两种视角，实际上
初等变换就对应于基的对应的变换.

2 同形状矩阵相抵的三个等价定义：可由初等变换互相转化，秩相等
（秩是相抵不变量），且 A与 B相抵 ⇐⇒ 存在可逆矩阵 P和 Q使得
PAQ= B.，并且相抵是矩阵的一个等价关系，这一等价关系将 Fm×n
中元素按秩分类.
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相抵标准形分解

第一种分解是非常自然的分解，将来相似、相合标准形也会基于这一思
想进行分解. 我们知道，对于矩阵 A满足 r(A) = r，则存在可逆矩阵 P′
和 Q′，使得

P′AQ′ =

(
Er O
O O

)
,

因此我们可以得到 A= P′−1
(
Er O
O O

)
Q′−1，即 A可以分解成一个可逆矩

阵、一个相抵标准形和另一个可逆矩阵的乘积. 记 P= P′−1，Q= Q′−1，

则 A= P
(
Er O
O O

)
Q.
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相抵标准形分解（Cont’d）

例
设 A为 n阶方阵，证明：存在可逆矩阵 B和幂等矩阵 C使得 A= BC.

根据相抵标准形分解，设 r(A) = r，有 A= P
(
Er O
O O

)
Q，其中 P和 Q

可逆. 回忆矩阵求幂的技巧，我们可以取 C= Q−1
(
Er O
O O

)
Q，则

C2 = C（中间的 QQ−1会抵消，相抵标准形幂等），然后令 B= PQ即可.

例
1 设 A,B ∈Mn(F)，r(A)+ r(B)⩽ n，证明：存在可逆矩阵 M，使得
AMB= O.

2 设 A是 m×n矩阵（m⩽ n），r(A) = m，证明：存在 n×m矩阵 B使
得 AB= E.

3 秩为 r的 n阶矩阵可以表示为 r个秩为 1的矩阵之和.
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相抵标准形分解（Cont’d）

例
设 A为 n阶方阵，证明：存在可逆矩阵 B和幂等矩阵 C使得 A= BC.

根据相抵标准形分解，设 r(A) = r，有 A= P
(
Er O
O O

)
Q，其中 P和 Q

可逆. 回忆矩阵求幂的技巧，我们可以取 C= Q−1
(
Er O
O O

)
Q，则

C2 = C（中间的 QQ−1会抵消，相抵标准形幂等），然后令 B= PQ即可.

例
1 设 A,B ∈Mn(F)，r(A)+ r(B)⩽ n，证明：存在可逆矩阵 M，使得
AMB= O.

2 设 A是 m×n矩阵（m⩽ n），r(A) = m，证明：存在 n×m矩阵 B使
得 AB= E.

3 秩为 r的 n阶矩阵可以表示为 r个秩为 1的矩阵之和.
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相抵标准形分解（Cont’d）

例
设 A为 n阶方阵，证明：存在可逆矩阵 B和幂等矩阵 C使得 A= BC.

根据相抵标准形分解，设 r(A) = r，有 A= P
(
Er O
O O

)
Q，其中 P和 Q

可逆. 回忆矩阵求幂的技巧，我们可以取 C= Q−1
(
Er O
O O

)
Q，则

C2 = C（中间的 QQ−1会抵消，相抵标准形幂等），然后令 B= PQ即可.

例
1 设 A,B ∈Mn(F)，r(A)+ r(B)⩽ n，证明：存在可逆矩阵 M，使得
AMB= O.

2 设 A是 m×n矩阵（m⩽ n），r(A) = m，证明：存在 n×m矩阵 B使
得 AB= E.

3 秩为 r的 n阶矩阵可以表示为 r个秩为 1的矩阵之和.
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相抵标准形分解（Cont’d）

另一种分解技巧是更进一步的，此时我们不仅对原矩阵分解，还对相抵

标准形做进一步的分解. 我们对 s×n矩阵
(
Er O
O O

)
有一种很重要的分

解： (
Er O
O O

)
=

(
Er
O

)(
Er O

)
由此我们可以知道任意一个非零矩阵都可以被分解成一个列满秩矩阵和
一个行满秩矩阵的乘积：

A= P
(
Er O
O O

)
Q= P

(
Er
O

)(
Er O

)
Q

记 P1 = P
(
Er
O

)
，Q1 =

(
Er O

)
Q，则 A= P1Q1，且 P1和 Q1分别为列

满秩、行满秩矩阵.
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相抵标准形分解（Cont’d）

例 (多个历年题组合)
1 设 B是 3×1矩阵，C是 1×3矩阵，证明：r(BC)≤ 1；反之，若 A
是秩为 1的 3×3矩阵，证明：存在 3×1矩阵 B和 1×3矩阵 C，使
得 A= BC.

2 设 A是域 F上的 m×n矩阵，A的秩 r(A) = 1.
1 证明存在（列向量）X ∈ Fm 和 Y ∈ Fn 使得 A= XYT,其中 YT是 Y的
转置.

2 X和 Y是否唯一?
3 设 A为 n阶矩阵，满足 r(A) = 1，A主对角线上元素之和为 1，证
明：A2 = A.

最后一个例子实际上表明：秩为 1且迹为 1的矩阵一定是幂等矩阵.

例
已知 n阶矩阵 A的秩为 1，证明：Ak = tr(A)k−1A.
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相抵标准形分解（Cont’d）

例 (多个历年题组合)
1 设 B是 3×1矩阵，C是 1×3矩阵，证明：r(BC)≤ 1；反之，若 A
是秩为 1的 3×3矩阵，证明：存在 3×1矩阵 B和 1×3矩阵 C，使
得 A= BC.

2 设 A是域 F上的 m×n矩阵，A的秩 r(A) = 1.
1 证明存在（列向量）X ∈ Fm 和 Y ∈ Fn 使得 A= XYT,其中 YT是 Y的
转置.

2 X和 Y是否唯一?
3 设 A为 n阶矩阵，满足 r(A) = 1，A主对角线上元素之和为 1，证
明：A2 = A.

最后一个例子实际上表明：秩为 1且迹为 1的矩阵一定是幂等矩阵.

例
已知 n阶矩阵 A的秩为 1，证明：Ak = tr(A)k−1A.
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分块矩阵

基本内容不再回顾，注意与普通矩阵的区别：乘法大小块都要匹配，转
置大小块都要转置，注意分块对角与分块三角矩阵性质类似.

例

A=


1 2 0 0 0
2 5 0 0 0
0 0 −2 1 0
0 0 0 −2 1
0 0 0 0 −2

 , B=


1 0 1 0
−1 2 3 0
1 2 0 4
0 1 2 4
0 0 1 4

，A2, AB, AT, A−1.

我们还需掌握两种常用分块方法，要避免使用错误的分块方法.

例

B为 n阶可逆矩阵，C=

1 2 · · · n
0 0 · · · 0
0 0 · · · 0

，求一矩阵 A使 A
(
B
C

)
= En.
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分块矩阵（Cont’d）

分块矩阵初等变换属于小字部分，考试一般不会考察，因此这里也不讲
解. 我们需要掌握如下例子：

例

设 n阶矩阵 A分块为 A=

(
B O
C D

)
，其中 B,D分别为 k阶、m阶矩阵，

求 A可逆的充要条件，并求可逆时的 A−1.

例 (2014-2015期末)

判断：设 A和 B都是可逆矩阵，那么矩阵
(
0 B
A C

)
也是可逆矩阵.
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解. 我们需要掌握如下例子：

例

设 n阶矩阵 A分块为 A=

(
B O
C D
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判断：设 A和 B都是可逆矩阵，那么矩阵
(
0 B
A C

)
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分块矩阵（Cont’d）

例 (2014-2015期末)

计算矩阵 B=


1 0 0 0 0
−1 1 0 0 0
0 0 1 −1 −1
0 0 −2 −2 2
0 0 −3 −3 3


n

，其中 n是自然数.

本题首先需要看出分块计算更为简便，然后回忆矩阵求幂的几种方法
（详细描述见 LALU.这里只简单列举），如找规律（数学归纳）、利用幂
零矩阵、利用初等变换、利用秩 1矩阵、利用对角化等. 显然本题左上
角直接视为初等变换一次的结果，右下角使用对角化方法即可.

例
已知 A是数域 P上的一个 2阶方阵，且存在正整数 l使得 Al = O，证明：
A2 = O.
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分块矩阵（Cont’d）
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角直接视为初等变换一次的结果，右下角使用对角化方法即可.

例
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矩阵求幂的补充例子

例
设 A为三阶矩阵，P为三阶可逆矩阵，P−1AP= B，其中

P=

 0 2 −1
1 1 2
−1 −1 −1

 , B=

 0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

，求 A2024.

例
已知数列 {an},{bn}满足 a0 =−1, b0 = 3，且{

an = 3an−1+bn−1+2n−1

bn = 2an−1+4bn−1+2n

求 {an},{bn}的通项公式.
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乘法可交换问题

定理
1 与主对角元两两互异的对角矩阵可交换的方阵只能是对角矩阵；
2 准对角矩阵 A每个对角分块内对角线元素相同，但不同对角块之间
不同，则与 A可交换的矩阵只能是准对角矩阵；

3 与所有 n级可逆矩阵可交换的矩阵为数量矩阵；
4 与所有 n级矩阵可交换的矩阵为数量矩阵.

上述定理的证明应当了解. 除此之外，与特定方阵可交换的全体方阵构
成矩阵空间的子空间；除此之外，对于具体矩阵的可交换性问题，直接
设出未知矩阵暴力计算解方程组即可，相应简化的方法和例子都在
LALU上.
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矩阵的秩

请自行回顾矩阵秩的三种等价定义（蕴含秩 =行秩 =列秩 =行列式秩）.

定理
线性映射是单射当且仅当其矩阵表示为列满秩矩阵，线性映射是满射当
且仅当其矩阵表示为行满秩矩阵.

接下来介绍一个方便理解的工具：假设矩阵 A= (aij)m×n与 B= (bij)n×l
相乘，我们有如下结论：

1 乘积的第 k列等于 A乘以 B的第 k列，乘积的第 j行等于 A的第 j
行乘以 B.

例
设 A,B都是由非负实数组成的矩阵且 AB有一行等于 0，证明：或者 A
有一行为 0，或者 B有一行为 0.

2 乘积的每一列都是矩阵 A各列的线性组合，每一行都是矩阵 B各行
的线性组合.
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矩阵的秩（Cont’d）
下面是一些常见的秩等式与不等式：

1 r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ)，其中 P,Q可逆.

2 1 r
(
A O
O B

)
= r(A)+ r(B).

2 r(A)+ r(B)+ r(D)⩾ r
(
A D
O B

)
⩾ r(A)+ r(B), r(A)+ r(B)+ r(C)⩾

r
(
A O
C B

)
⩾ r(A)+ r(B).

3 |r(A)− r(B)|⩽ r(A±B)⩽ r(A)+ r(B).
4 r(AB)⩽min{r(A),r(B)}.
5 r(A) = r(AT) = r(AAT) = r(ATA). 第二个等号需要实矩阵作为前提.
6（Sylvester不等式）A ∈ Fs×n，B ∈ Fn×m，则 r(AB)⩾ r(A)+ r(B)−n
（特例：当 AB= O时有 r(A)+ r(B)⩽ n）.
7（Frobenius不等式）r(ABC)⩾ r(AB)+ r(BC)− r(B)，特例：A,B,C相
等的特殊情况：r(A3)⩾ 2r(A2)− r(A). 除此之外，若 B= En即单位
矩阵时我们有 r(AC)⩾ r(A)+ r(C)−n. 因此只要证明了这一个不等
式，很多的结论都只是其推论而已.
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矩阵的秩（Cont’d）

例
A是 s×n矩阵，B是 A前 m行构成的矩阵，证明：r(B)⩾ r(A)+m− s.

例
1 设 A,B是两个 m×n矩阵，且存在两个方阵 C,D使得
A= BC,B= AD，证明：存在可逆矩阵 M使得 B= AM.

2 设 A和 B是两个 n阶实方阵，证明：r(A) = r(AB)当且仅当存在 n
阶实方阵 C使得 A= ABC.

例 (判断)
1 若 A,B为两个 n阶矩阵，则 r(A,AB) = r(A).
2 若 A,B为两个 n阶矩阵，则 r(A,BA) = r(A).
3（2013-2014期末）设 A是 m×n矩阵，Im是 m阶单位阵，B= (A|Im)
是 A的增广矩阵，则 B的秩 r(B) = m.
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矩阵的秩（Cont’d）

例
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例
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行列式
题型总览

1 行列式的公理化定义、递归式定义
2 行列式基本性质与简单运算
3 伴随矩阵的定义与基本性质
4 Cramer法则
5 行列式定义矩阵的秩
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公理化定义

定义 (行列式)
数域 F上的一个 n阶行列式是取值于 F的 n个 n维向量
α1,α2, . . . ,αn ∈ Fn的一个函数，且 ∀αi,βi ∈ Fn和 ∀λ ∈ F，满足下列规则：

1 (齐性) D(α1, . . . ,λαi, . . . ,αn) = λD(α1, . . . ,αi, . . . ,αn)；

2 (加性，与 1合称线性性)
D(α1, . . . ,αi+βi, . . . ,αn) =D(α1, . . . ,αi, . . . ,αn)+D(α1, . . . ,βi, . . . ,αn)；

3 (反对称性)
D(α1, . . . ,αi, . . . ,αj, . . . ,αn) =−D(α1, . . . ,αj, . . . ,αi, . . . ,αn)；

4 (规范性) D(e1,e2, . . . ,en) = 1.
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公理化定义（Cont’d）

例 (公理化定义可以导出的结论（行列可以换）)
1 若行列式有一列为零向量，则行列式的值等于 0.
2 若行列式有两列元素相同，则行列式的值等于 0.
3 若行列式有两列元素成比例，则行列式的值等于 0.
4 对行列式做倍加列变换，行列式的值不变.
5 若 α1,α2, . . . ,αn线性相关，则 D(α1,α2, . . . ,αn) = 0.

例 (2013-2014期末)
设 α1,α2,α3,β1,β2都是 4维实线性空间 R4的列向量，已知 4阶行列式
|(α1,α2,α3,β1)|= d1, |(β2,α3,α2,α1)|= d2. 求下面 4阶方阵的行列式.

1 A= (3α1−100α2,7α2,α3,β1).
2 B= (5β1+6β2,α1,α2,α3).
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递归式定义

定义 (递归式定义)
设 D= |aij|n×n，则

D=
n

∑
k=1

akjAkj = a1jA1j+a2jA2j+ · · ·+anjAnj j= 1,2, . . . ,n (2)

D=
n

∑
k=1

aikAik = ai1Ai1+ai2Ai2+ · · ·+ainAin i= 1,2, . . . ,n (3)

上面的定义用到了余子式和代数余子式，请特别注意定义和正负号.

例 (2019-2020期末)

设 D= |aij|=

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 9 12
2 4 6 8
1 2 0 3
5 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣，求 A41+2A42+3A44.
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递归式定义（Cont’d）

还有 k行（列）展开的拉普拉斯定理，这里略去. 下面是一个很重要的性
质：

定理
n阶行列式 D= |aij|n×n的某一行（列）元素与另一行（列）相应元素的
代数余子式的乘积之和等于 0，即

n

∑
k=1

akjAki = a1jA1i+a2jA2i+ · · ·+anjAni = 0 j ̸= i (4)

n

∑
k=1

ajkAik = aj1Ai1+aj2Ai2+ · · ·+ajnAin = 0 j ̸= i (5)
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行列式运算性质

例
设 A,B ∈ Fn×n，k ∈ F，则

1 一般情况下，|A±B| ̸= |A|± |B|；
2 |kA|= kn|A|；
3 |AB|= |A||B|, |Ak|= |A|k；
4 A可逆 ⇐⇒ |A| ̸= 0；
5 |AT|= |A|；
6 上、下三角矩阵行列式均为主对角线元素的乘积；
7 若 A可逆，则 |A−1|= |A|−1.

8

∣∣∣∣A O
O B

∣∣∣∣= ∣∣∣∣A O
C B

∣∣∣∣= ∣∣∣∣A D
O B

∣∣∣∣= |A||B|,
∣∣∣∣O A
B C

∣∣∣∣= (−1)kr|A||B|.

还有一些涉及分块矩阵初等变换的内容不再强调，一般不在考察范围.
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行列式计算

我们略过所有技术性话题，因为从来没有考过. 我们只需知道三阶行列
式常用逆序数、展开或初等变换等方法即可. 接下来回顾范德蒙行列式：

例 (Vandermonde行列式)

证明：Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
...

... . . . ...
xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∏1⩽i<j⩽n(xj− xi).

例
1 设 V是一个 n维实线性空间，证明：存在 V中的一个由可列无穷多
个向量组成的向量组 {αi | i ∈ Z+}，使得其中任意 n个向量组成的
向量组都是 V的一组基.

2 证明以 0为极限的实数数列全体构成的线性空间是无限维线性空间.
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Cramer法则

定理 (Cramer法则)

令 D=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣，称为系数行列式.

令 D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 · · · a1n
b2 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
bn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , . . . ,Dn =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · b1
a21 a22 · · · b2
...

... . . . ...
an1 an2 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
1 齐次线性方程组只有零解 ⇐⇒ D ̸= 0，有非零解（无穷多解）

⇐⇒ D= 0，即 r(A)< n；
2 非齐次线性方程组有唯一解 ⇐⇒ D ̸= 0，此时
xi =

Di
D

(i= 1,2, . . . ,n)，当 D= 0时，要么无解，要么无穷多解.
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Cramer法则（Cont’d）

例
1 设 a1,a2, . . . ,an为互不相等的实数，b1,b2, . . . ,bn为任意给定的实数.
证明：存在唯一的 n−1次多项式，满足 f(ai) = bi, i= 1,2, . . . ,n.

2 证明：n次多项式 f(x) = anxn+ · · ·+a1x1+a0(an ̸= 0)最多只有 n个
互异的根.

例

设整系数线性方程组为
n
∑
j=1
aijxj = bi(i= 1,2, · · · ,n)，则该方程对任意整数

b1,b2, · · · ,bn都有整数解的充分必要条件为该方程组的系数行列式等于
±1.
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伴随矩阵

伴随矩阵的题目经常出现，因为伴随矩阵的性质很丰富且简单，很适合
于出题.

定义 (伴随矩阵)

称矩阵 A∗ =


A11 A21 · · · An1
A12 A22 · · · An2
...

... . . . ...
A1n A2n · · · Ann

为 A的伴随矩阵，其中 Aij是元素 aij

的代数余子式.

我们要特别注意伴随矩阵代数余子式的下标与通常矩阵下标不一致，与
转置下标一致.
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伴随矩阵的性质

例

证明下列关于 n阶矩阵 A的伴随矩阵 A∗的性质：

1 AA∗ = A∗A= |A|E，若 A可逆，则有
A−1 = |A|−1A∗, A∗ = |A|A−1, (A∗)−1 = (A−1)∗ = |A|−1A.

2 |A∗|= |A|n−1，无论 A是否可逆.

3 (AB)∗ = B∗A∗, (AT)∗ = (A∗)T, (kA)∗ = kn−1A∗，要求掌握 A和 B可
逆时的证明，若不可逆则需要使用第二节习题 C组中对角占优的推
论证明.

4 A可逆时，(A∗)∗ = |A|n−2A, |(A∗)∗|= |A|(n−1)2（本题结论可以推广
到更多重的伴随矩阵）.

5 对正整数 k，(Ak)∗ = (A∗)k.

核心是第一条，其它都是推论. 证明一般只需要掌握可逆的情况（除去
第二点）.
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伴随矩阵的性质（Cont’d）

例
1 若 A为幂等/幂零矩阵，则 A∗也为幂等/幂零矩阵；
2 若 A为对称矩阵，则 A∗也为对称矩阵（2013-2014期末）；A为反对
称矩阵，则 A∗为偶数阶时也为反对称矩阵，奇数阶时为对称矩阵；

3 上（下）三角矩阵的伴随矩阵是上（下）三角矩阵（对角特例）.

例 (2022-2023期末拓展)

设实方阵 A的伴随矩阵 A∗ =

1 0 0
0 1 0
1 0 1

，且 |A|> 0，已知矩阵 B满足

AB= E+3A，求矩阵 B.

例
设 A,B均为 n阶矩阵，且 |A|= 2, |B|= 1，求 |2A∗B∗−A−1B−1|.
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伴随矩阵的性质（Cont’d）

例
1 若 A为幂等/幂零矩阵，则 A∗也为幂等/幂零矩阵；
2 若 A为对称矩阵，则 A∗也为对称矩阵（2013-2014期末）；A为反对
称矩阵，则 A∗为偶数阶时也为反对称矩阵，奇数阶时为对称矩阵；

3 上（下）三角矩阵的伴随矩阵是上（下）三角矩阵（对角特例）.

例 (2022-2023期末拓展)

设实方阵 A的伴随矩阵 A∗ =

1 0 0
0 1 0
1 0 1

，且 |A|> 0，已知矩阵 B满足

AB= E+3A，求矩阵 B.

例
设 A,B均为 n阶矩阵，且 |A|= 2, |B|= 1，求 |2A∗B∗−A−1B−1|.
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伴随矩阵的性质（Cont’d）

例
1 若 A为幂等/幂零矩阵，则 A∗也为幂等/幂零矩阵；
2 若 A为对称矩阵，则 A∗也为对称矩阵（2013-2014期末）；A为反对
称矩阵，则 A∗为偶数阶时也为反对称矩阵，奇数阶时为对称矩阵；

3 上（下）三角矩阵的伴随矩阵是上（下）三角矩阵（对角特例）.

例 (2022-2023期末拓展)

设实方阵 A的伴随矩阵 A∗ =

1 0 0
0 1 0
1 0 1

，且 |A|> 0，已知矩阵 B满足

AB= E+3A，求矩阵 B.

例
设 A,B均为 n阶矩阵，且 |A|= 2, |B|= 1，求 |2A∗B∗−A−1B−1|.
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伴随矩阵的性质（Cont’d）

例

设 A、B分别为 m、n阶可逆矩阵，且 |A|= a，|B|= b，求
(
A O
O B

)∗
和(

O A
B O

)∗
.

例
若 n阶非零矩阵 A满足 AT = A∗，证明：

1 |A|> 0；
2 |A|= 1（补充：若 A第一行元素相等，求第一行元素的值）；
3 A为正交矩阵，即 AAT = ATA；
4 n> 2且为奇数时，|E−A|= 0.
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伴随矩阵的秩

非常常见的结论，无论是结论还是证明都要熟悉.

例 (伴随矩阵的秩，2020-2021期末)

设 A∗为矩阵 A的伴随矩阵，证明：r(A∗) =


n r(A) = n
1 r(A) = n−1
0 r(A)< n−1

.

证明.
1 当 r(A) = n时，A可逆，因此 r(A∗) = r(|A|A−1) = n.
2 当 r(A) = n−1时，|A|= 0，因此 AA∗ = |A|E= O，因此
r(A∗)⩽ n− r(A) = 1. 而 r(A) = n−1表明 A中存在非零的 n−1阶子
式，因此 A∗不为 0，因此 r(A∗)⩾ 1，因此 r(A∗) = 1.

3 当 r(A)< n−1时，任意一个代数余子式 Aij都等于 0，故 r(A∗) = 0.
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伴随矩阵的秩

非常常见的结论，无论是结论还是证明都要熟悉.

例 (伴随矩阵的秩，2020-2021期末)

设 A∗为矩阵 A的伴随矩阵，证明：r(A∗) =


n r(A) = n
1 r(A) = n−1
0 r(A)< n−1

.

证明.
1 当 r(A) = n时，A可逆，因此 r(A∗) = r(|A|A−1) = n.
2 当 r(A) = n−1时，|A|= 0，因此 AA∗ = |A|E= O，因此
r(A∗)⩽ n− r(A) = 1. 而 r(A) = n−1表明 A中存在非零的 n−1阶子
式，因此 A∗不为 0，因此 r(A∗)⩾ 1，因此 r(A∗) = 1.

3 当 r(A)< n−1时，任意一个代数余子式 Aij都等于 0，故 r(A∗) = 0.
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伴随矩阵的秩（Cont’d）

例
若 n阶矩阵 A的各行、各列元素之和都为 0，证明：|A|的所有元素的代
数余子式都相等.

例 (2018-2019期末)
不存在 2阶方阵 A使得 r(A)+ r(A∗) = 3，其中 A∗是 A的伴随矩阵.

例
设 A为 n阶实对称矩阵（n> 1），|A|= 0，证明：
AiiAjj = (Aij)2(i, j= 1, · · · ,n).

例
设 A为 n阶矩阵，且 r(A)< n，又 A11 ̸= 0，证明：存在常数 k，使得
(A∗)2 = kA∗.
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行列式的秩

向量组的秩、线性映射的秩、矩阵的秩、行列式的秩统一.

例
证明：n维向量组 α1,α2, . . . ,αn线性无关的充要条件是∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αT
1 α1 αT

1 α2 · · · αT
1 αn

αT
2 α1 αT

2 α2 · · · αT
2 αn

...
... . . . ...

αT
nα1 αT

nα2 · · · αT
nαn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

例
设 W= span(α1,α2)是 R4的一个子空间，其中 α1 = (1,2,1,−1)T，
α2 = (1,4,−1,−1)T，试将 α1,α2扩充为 R4的基.

还有一些例子在 LALU中，这里不再赘述.
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线性方程组
题型总览

1 高斯消元法，含参的高斯消元法
2 线性方程组有无解、唯一解、无穷解的判定
3 齐次线性方程组的解空间及应用
4 非齐次线性方程组解的性质
5 线性方程组特殊题型（见 LALU）

吴一航 (浙江大学竺可桢学院学业指导中心) 期末复习 2023年 12月 28日 77 / 133



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

高斯消元法

高斯消元法非常重要，无论是单独一个大题考察，还是嵌入在其它问题
中. 教材中相关概念和算法的介绍已经非常详细，这里只作总结.

线性方程组 1−→增广矩阵 2−→阶梯矩阵 3−→（行）简化阶梯矩阵 4−→解

关于解的情况，我们分三种情况讨论：
1 有唯一解：没有全零行，最后一个主元素的行号与系数矩阵的列数
相

2 无解：出现矛盾方程，即系数为 0的行的行末元素不为 0；
3 有无穷解：非上述情况. 此时设出自由未知量代入增广矩阵对应的
方程组即可.

注意考试中单独考察解方程时，时间充足时建议将过程写完整，标明初
等行变换的具体步骤，并且至少写出阶梯矩阵和行简化阶梯矩阵. 此外，
时间充足可以解完方程后将答案代入进行检查.
需要强调的是，不要认为本节内容很简单就放过了，实际上如果长期不
计算高斯消元法很容易陷入眼高手低的窘境.
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含参数高斯消元法

此类问题一般考察对于含参数的线性方程组，参数取值如何时有解/无
解/有唯一解等. 一般而言利用高斯消元判定解的情况，系数矩阵为方阵
时可以使用 Cramer法则简便判定有解时的具体情况.

例
当 k取何值时，方程组：

x1+ x2+ kx3 = 4
−x1+ kx2+ x3 = k2

x1− x2+2x3 =−4

有唯一解、无解、有无穷多解？在有解的情况下，求出方程组的全部解.
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含参数高斯消元法（Cont’d）

对于有无解的区别，我们一般都考虑直接使用高斯消元法. 由高斯消元
法有（省略中间步骤直接得到阶梯矩阵）： 1 1 k 4

−1 k 1 k2
1 −1 2 −4

→

1 1 k 4
0 2 k−2 8

0 0
(k+1)(4− k)

2
k(k−4)

 .

1 当 k=−1时，增广矩阵秩为 3，系数矩阵秩为 2（或者说最后一行
出现矛盾方程），无解；

2 当 k= 4时，增广矩阵和系数矩阵秩均为 2，方程有无穷多解，解得
同解为 k1(−3,−1,1)T+(0,4,0)T(k1 ∈ R)；

3 当 k ̸=−1,4时，增广矩阵和系数矩阵秩均为 3，方程有唯一解，解
为

(
k2+2k
k+1

,
k2+2k+4
k+1

,− 2k
k+1

)T.
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含参数高斯消元法（Cont’d）

事实上，本题方程个数与未知数个数相等，因此可以运用??解决. 首先
求解系数矩阵 A的行列式为

|A|=

∣∣∣∣∣∣
1 1 k
−1 k 1
1 −1 2

∣∣∣∣∣∣= (k+1)(4− k),

由 Cramer法则，当 |A| ̸= 0时，方程组有唯一解，当 |A|= 0时，方程组
无解或有无穷多解，其余关于有无解的讨论与上面一致.
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线性方程组解的一般理论

定理 (线性方程组有解的充要条件)

线性方程组有解的充分必要条件是其系数矩阵与增广矩阵有相同的秩.

定理 (有解情况下唯一解和无穷解的判定)

当方程组有解时（注意这个前提），以下定理成立：
1 如果它的系数矩阵 A的秩等于未知量的数目 n，则方程组有唯一解；
2 如果 A的秩小于 n，则方程组有无穷多个解.

实际上，当系数矩阵为方阵时，这一定理就是 Cramer法则结论的一部
分. 实际上，通过上面两个定理我们首先了解了线性方程组有无解的一
般准则，然后讨论了有解前提下唯一解、无穷解对应于什么情况. 事实
上，有关线性方程组解的情况的讨论至此文意已尽. 无论是理论层面或
是解决题目的方面，这两个定理都为我们提供了足量的信息（涉及线性
方程组解的情况的问题，一般抽象矩阵用定理，具体矩阵用高斯消元）.
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线性方程组解的一般理论（Cont’d）

例 (2009-2010期末)
判断：若线性方程组有 m个方程，n个变量，且 m< n，则这个方程组一
定有非零解.

例 (抽象矩阵用定理)
1 设 n阶矩阵 A的行列式 |A| ̸= 0，记 A的前 n−1列形成的矩阵为 A1，
A的第 n列为 b，问：线性方程组 A1X= b是否有解？

2 已知 A是一个 s×n矩阵，证明：线性方程组 AX= b对任意列向量
bs×1都有解的充要条件是 A行满秩.

3 设 A是 n阶矩阵，且 A11 ̸= 0，证明：方程组 AX= b（b为非零向
量）有无穷多解的充要条件为 A∗b= 0.
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线性方程组解的一般理论（Cont’d）

例 (具体矩阵用高斯消元)
讨论 b1,b2, . . . ,bn (n⩾ 2)满足什么条件时，下列方程组

x1+ x2 = b1
x2+ x3 = b2

· · ·
xn−1+ xn = bn−1
xn+ x1 = bn

有解，并求解.
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齐次线性方程组

定理
1 齐次线性方程组 AX= 0的解空间为 Rn的子空间.
2 矩阵 A ∈Mm×n(F)，若 r(A) = r，则该齐次线性方程组解空间维数为
n− r.

例 (线性方程组理论与秩不等式)
1 若 n元齐次线性方程组 AX= 0的解都是 BX= 0的解. 证明：
r(B)⩽ r(A).

2 设 A,B分别是 m×n和 n× s矩阵，则 r(AB)⩽min{r(A),r(B)}；
3 设 A,B分别是 m×n和 n× s矩阵，且 AB= O，证明：
r(A)+ r(B)⩽ n；

4 设 A是 m×n实矩阵，证明：r(ATA) = r(A)；
5 A2 = A ⇐⇒ r(A)+ r(E−A) = n.
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齐次线性方程组（Cont’d）

以上结论（加上后面非齐次的结论）轮换必考，需要熟练掌握.

例 (2018-2019期末)
设 A ∈Mm×n(F)，r(A) = r，k是满足条件 r≤ k≤ n的任意整数，证明存
在 n阶方阵 B，使得 AB= 0，且 r(A)+ r(B) = k.

例 (2019-2020期末)
设 A ∈Mm×s(R)，且 r(A) = r，证明：存在矩阵 B ∈Ms×n(R)，且
r(B) = min{s− r, n}，使得 AB= 0.

例 (2022-2023期末)
设 A为 n阶矩阵，满足 r(A) = r，证明：存在可逆的矩阵 P，使得 P−1AP
的后 n− r列均为 0.
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齐次线性方程组（Cont’d）

以上结论（加上后面非齐次的结论）轮换必考，需要熟练掌握.

例 (2018-2019期末)
设 A ∈Mm×n(F)，r(A) = r，k是满足条件 r≤ k≤ n的任意整数，证明存
在 n阶方阵 B，使得 AB= 0，且 r(A)+ r(B) = k.

例 (2019-2020期末)
设 A ∈Mm×s(R)，且 r(A) = r，证明：存在矩阵 B ∈Ms×n(R)，且
r(B) = min{s− r, n}，使得 AB= 0.

例 (2022-2023期末)
设 A为 n阶矩阵，满足 r(A) = r，证明：存在可逆的矩阵 P，使得 P−1AP
的后 n− r列均为 0.
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齐次线性方程组（Cont’d）

例 (2014-2015期末)
判断：对任何 m×n实矩阵 A和实列向量 b，方程组 ATAX= ATb总有解.

例 (2021-2022期末)
1 设 A是实数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r

(
ATA

)
= r(A).

2 设 A是复数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r
(
ATA

)
= r(A).

例
设 A,B,C为 n阶实方阵，且 BAAT = CAAT，证明：BA= CA.

例
设 A为数域 F上的 n阶方阵，又设线性空间 Fn的两个子空间为
W1 = {X ∈ Fn | AX= 0}，W2 = {X ∈ Fn | (A−E)X= 0}. 证明：
A2 = A ⇐⇒ Fn =W1⊕W2.
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齐次线性方程组（Cont’d）

例 (2014-2015期末)
判断：对任何 m×n实矩阵 A和实列向量 b，方程组 ATAX= ATb总有解.

例 (2021-2022期末)
1 设 A是实数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r

(
ATA

)
= r(A).

2 设 A是复数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r
(
ATA

)
= r(A).

例
设 A,B,C为 n阶实方阵，且 BAAT = CAAT，证明：BA= CA.

例
设 A为数域 F上的 n阶方阵，又设线性空间 Fn的两个子空间为
W1 = {X ∈ Fn | AX= 0}，W2 = {X ∈ Fn | (A−E)X= 0}. 证明：
A2 = A ⇐⇒ Fn =W1⊕W2.
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齐次线性方程组（Cont’d）

例 (2014-2015期末)
判断：对任何 m×n实矩阵 A和实列向量 b，方程组 ATAX= ATb总有解.

例 (2021-2022期末)
1 设 A是实数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r

(
ATA

)
= r(A).

2 设 A是复数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r
(
ATA

)
= r(A).

例
设 A,B,C为 n阶实方阵，且 BAAT = CAAT，证明：BA= CA.

例
设 A为数域 F上的 n阶方阵，又设线性空间 Fn的两个子空间为
W1 = {X ∈ Fn | AX= 0}，W2 = {X ∈ Fn | (A−E)X= 0}. 证明：
A2 = A ⇐⇒ Fn =W1⊕W2.
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齐次线性方程组（Cont’d）

例 (2014-2015期末)
判断：对任何 m×n实矩阵 A和实列向量 b，方程组 ATAX= ATb总有解.

例 (2021-2022期末)
1 设 A是实数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r

(
ATA

)
= r(A).

2 设 A是复数域上 m×n阶矩阵，则矩阵秩 r
(
ATA

)
= r(A).

例
设 A,B,C为 n阶实方阵，且 BAAT = CAAT，证明：BA= CA.

例
设 A为数域 F上的 n阶方阵，又设线性空间 Fn的两个子空间为
W1 = {X ∈ Fn | AX= 0}，W2 = {X ∈ Fn | (A−E)X= 0}. 证明：
A2 = A ⇐⇒ Fn =W1⊕W2.
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齐次线性方程组（Cont’d）

例 (2019-2020期末)
已知 α1,α2, . . . ,αs是齐次线性方程组 AX= 0的一组基础解系，向量组

β1 = t1α1+ t2α2, β2 = t1α2+ t2α3, . . . , βs−1 = t1αs−1+ t2αs, βs = t1αs+ t2α1

试问当实数 t1, t2满足何条件时，β1,β2, . . . ,βs也是 AX= 0的一个基础解
系.

例
设 A= (aij)m×n，b和 X为 m元列向量，Y为 n元列向量，证明：

1 若 AY= b有解，则 ATX= 0的任一组解都满足 bTX= 0；

2 方程组 AY= b有解的充要条件是方程组
(
AT
bT

)
X=

(
0
1

)
无解（其中

0是 n元零向量）.

教材第六章补充题 1等其他题目也可以自行完成.
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齐次线性方程组（Cont’d）

矩阵可逆有行列式和线性方程组相关的等价条件.

例 (2010-2011期末拓展)
1 奇数阶反对称矩阵不可逆.
2 设 A和 B是 n阶方阵，其中 n是奇数. 若 AB=−BA，证明：A是不
可逆的或者 B是不可逆的.

3 若 A是 n阶可逆对称矩阵，B是 n阶反对称矩阵，则当 n为奇数时，
齐次线性方程组 (AB)X= O有非零解.

例

设 n阶实方阵 A= (aij)适合条件 |aii|>
n
∑

j=1,j̸=i
|aij|, 1⩽ i⩽ n，则称 A是

严格对角占优矩阵，求证：严格对角占优矩阵必定可逆. 若上述条件改
为 aii >

n
∑

j=1,j̸=i
|aij|, 1⩽ i⩽ n，求证：|A|> 0.
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非齐次线性方程组

非齐次线性方程组的解不构成线性空间，但我们可以尝试将其与齐次线
性方程组解空间联系起来研究. 对于非齐次线性方程组

x1β1+ x2β2+ · · ·+ xnβn = b (6)

我们将 n元齐次线性方程组

x1β1+ x2β2+ · · ·+ xnβn = 0 (7)

称为其导出组，则我们有：

定理 (通解加特解)

如果 n元非齐次线性方程组有解，则它的解集 U= {γ0+η | η ∈W}.

其中 γ0为 6的一个解（称为特解），W为 7的解空间（7的解称为通解）
. 更具体地，设非齐次线性方程组 AX= b有特解 X0，方程 AX= 0的基
础解系为 X1, . . . ,Xn，则这一定理告诉我们 AX= b的任何一个解都可以
写为 X= X0+ k1X1+ k2X2+ · · ·+ knXn的形式.
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非齐次线性方程组（Cont’d）

事实上，对于这种通解 +特解的结构，如果读者在此之前学习了商空间
一节，那么我们就会发现 U实际上就是 W的一个仿射子集. 当然如果没
有学习相关概念，我们可以想象一个三元非齐次线性方程
ax+by+ cz= d和齐次线性方程 ax+by+ cz= 0. 非齐次线性方程的解显
然对应一个不过原点的平面，而齐次则过原点. 我们便可以认为是齐次
线性方程解平面沿着特解对应的向量平移到非齐次线性方程的解平面，
这便是这一结论的几何解释. 同时我们可以得到下述结论：

1 n元非齐次线性方程组 6的两个解的差是它的导出组 7的一个解；
2 n元非齐次线性方程组 6的一个解与它的导出组 7的一个解之和仍
是非齐次线性方程组 6的一个解.
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非齐次线性方程组（Cont’d）

例 (核心结果)
若 X0是非齐次线性方程组 AX= b的一个特解，X1, . . . ,Xp是 AX= 0的
基础解系，证明：

1 X0,X1,X2, . . . ,Xp线性无关；
2 X0,X0+X1,X0+X2, . . . ,X0+Xp线性无关；
3 AX= b的任一个解 X可表示为

X= k0X0+ k1(X0+X1)+ k2(X0+X2)+ · · ·+ kp(X0+Xp),

其中 k0+ k1+ k2+ · · ·+ kp = 1.
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非齐次线性方程组（Cont’d）

例 (2018-2019期末)
设 A是数域 F上一个秩为 r的 n阶方阵，β 是一个 n维非零列向量，X0
是线性方程组 AX= β 的一个解，X1, . . . , Xs是它的导出组 AX= 0的一
组线性无关解.

1 证明：向量组 {X0,X1, . . . , Xs}线性无关；
2 求出包含 AX= β 解集的最小线性空间 W（需写出基和维数）.

例
设 A为 s×n矩阵，且 r(A) = r，证明：非齐次线性方程组 AX= b至多存
在 n− r+1个线性无关的解向量.

例
相容（即有解）的线性方程组 AX= b在怎样的条件下，其解中第 k个未
知量 xk都是同一个值？你给的条件是否是充分必要的？
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非齐次线性方程组（Cont’d）
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例
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相容（即有解）的线性方程组 AX= b在怎样的条件下，其解中第 k个未
知量 xk都是同一个值？你给的条件是否是充分必要的？
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非齐次线性方程组（Cont’d）

例 (2018-2019期末)
设 A是数域 F上一个秩为 r的 n阶方阵，β 是一个 n维非零列向量，X0
是线性方程组 AX= β 的一个解，X1, . . . , Xs是它的导出组 AX= 0的一
组线性无关解.

1 证明：向量组 {X0,X1, . . . , Xs}线性无关；
2 求出包含 AX= β 解集的最小线性空间 W（需写出基和维数）.

例
设 A为 s×n矩阵，且 r(A) = r，证明：非齐次线性方程组 AX= b至多存
在 n− r+1个线性无关的解向量.

例
相容（即有解）的线性方程组 AX= b在怎样的条件下，其解中第 k个未
知量 xk都是同一个值？你给的条件是否是充分必要的？
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特征值与相似对角化
题型总览

1 特征值与特征向量的定义、求解与基本性质
2 相似的定义与基本性质
3 相似对角化的求解，可对角化的条件与应用
4 相合的定义与性质，二次型标准形的求解，惯性定理
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特征值、特征向量与特征多项式

定义 (线性变换的特征值与特征向量，矩阵类似，略)
设 σ 是线性空间 V(F)上的一个线性变换，如果存在数 λ ∈ F和非零向
量 ξ ∈ V使得 σ(ξ ) = λξ，则称数 λ 为 σ 的一个特征值，并称非零向量
ξ 为 σ 属于其特征值 λ 的特征向量.

Vλ = {ξ | σ(ξ ) = λξ , ξ ∈ V}：σ 关于特征值 λ 的特征子空间.
下面说明线性映射和矩阵的特征值与特征向量的关系. 设 A是 σ 在基
α1, . . . ,αn下的表示矩阵，且 ξ = (α1, . . . ,αn)X，即 X是坐标，则有

σ(ξ ) = λξ ⇐⇒ σ((α1, . . . ,αn)X) = λ (α1, . . . ,αn)X
⇐⇒ (σ(α1, . . . ,αn))X= (λα1, . . . ,λαn)X
⇐⇒ (α1, . . . ,αn)AX= (α1, . . . ,αn)(λX)
⇐⇒ AX= λX

可知 λ 同时是线性变换和矩阵的特征值，与基的选取无关. 但矩阵的特
征向量 X是线性映射特征向量在基下的坐标，这与基的选取有关.
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特征值、特征向量与特征多项式（Cont’d）

接下来我们讨论如何求解特征值与特征向量.

定理
设 σ 是 V(F)上的线性变换，I为恒等映射，则下述条件等价：

1 λ ∈ F是 σ 的特征值；

2 σ −λ I不是单射；

3 σ −λ I不是满射；

4 σ −λ I不可逆.

因此 λ ∈ F是 σ 的特征值等价于 |λE−A|= 0，故可以通过 |λE−A|= 0
求解特征值，其中 A为 σ 在某组基下的矩阵，E为单位矩阵. 对于特征
向量，求出 (λE−A)X= 0的非零解就是特征向量在基 α1, . . . ,αn下的坐
标，如果是矩阵的特征向量，那么 X就是解.
f(λ ) = |λE−A|称为矩阵 A的特征多项式，其 k重根称 k重特征值（称 k
为代数重数），该特征值对应特征子空间维数称该特征值的几何重数.
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特征值的性质

定理

对于 n级矩阵 A= (aij)，记

f(λ ) = |λE−A|= a0λ n+a1λ n−1+ · · ·+an−1λ +an

则 a0 = 1，a1 =−tr(A)，an = (−1)n|A|，且 ak等于所有 k级主子式之和
乘以 (−1)k.

这里我们主要掌握两个特例，即特征值按重数求和为矩阵的迹，特征值
按重数求积为矩阵行列式. 这一结论在解决某些问题时有一定作用.

例
设 A为 n阶复矩阵，P为 n阶可逆复矩阵，证明：tr(A) = tr(P−1AP).
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特征值的性质

定理

对于 n级矩阵 A= (aij)，记

f(λ ) = |λE−A|= a0λ n+a1λ n−1+ · · ·+an−1λ +an

则 a0 = 1，a1 =−tr(A)，an = (−1)n|A|，且 ak等于所有 k级主子式之和
乘以 (−1)k.

这里我们主要掌握两个特例，即特征值按重数求和为矩阵的迹，特征值
按重数求积为矩阵行列式. 这一结论在解决某些问题时有一定作用.

例
设 A为 n阶复矩阵，P为 n阶可逆复矩阵，证明：tr(A) = tr(P−1AP).
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特征值的性质（Cont’d）

1 设 λ 是矩阵 A的特征值，X是 A属于 λ 的特征向量，则
1 kλ 是 kA的特征值，λm 是 Am 的特征值，且 X仍是相应特征向量；
2 若 f(x) = anxn+an−1xn−1+ · · ·+a1x+a0 是 F上的多项式，则
f(A)X= f(λ )X；

2 设 λ 是 n阶矩阵 A的特征值，A可逆，则 λ−1是 A−1的特征值，
|A|λ−1是 A的伴随矩阵 A∗的特征值，且特征向量不变.

例

对下列矩阵 A的特征值，能做出怎样的断言？
1 A可逆/A不可逆/E+A可逆/4E+A不可逆；
2 |E−A2|= 0；
3 A2 = E（对合）/A2 = A（幂等）/Ak = 0（幂零）；
4 A= λ0E+B（λ0为常数，且已知 B的 n个特征值为 λ1,λ2, . . . ,λn）；
5 A为对角块矩阵，即 A= diag(A1,A2, . . . ,Am).
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特征值的性质（Cont’d）

例
设 λ1,λ2, . . . ,λn是矩阵 A= (aij)n×n的 n个特征值，证明：λ 2

1 ,λ 2
2 , . . . ,λ 2

n

是 A2的 n个特征值，且
n

∑
i=1

λ 2
i =

n

∑
j=1

n

∑
k=1

ajkakj.

例 (2018-2019期末)

已知矩阵 A与 B=


2 8 6 5
0 0 3 2
0 0 1 7
0 0 0 9

相似，求：
1 行列式 |A2−9A+4E4|的值；
2 r(A∗)+ r(9E4−A)，其中 A∗是 A的伴随矩阵.
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特征值的性质（Cont’d）

例
设 λ1,λ2, . . . ,λn是矩阵 A= (aij)n×n的 n个特征值，证明：λ 2
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2 , . . . ,λ 2

n

是 A2的 n个特征值，且
n
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λ 2
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n

∑
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n

∑
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ajkakj.
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特征值的性质（Cont’d）

例 (2018-2019期末)
判断：设 n阶方阵 A满足 A2−5A+5En = 0，则对所有的有理数 r，
A+ rEn都是可逆阵.

例 (2019-2020期末)

记 X=

{a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈M3×3(R)

∣∣∣∣∣ 3
∑
j=1
a1j =

3
∑
j=1
a2j =

3
∑
j=1
a3j =

3
∑
j=1
ajj

}
，

证明：
1 X是 M3×3(R)的一个子空间，并求该子空间的维数；
2 对任意可逆矩阵 A ∈ X，(1, 1, 1)T是 A和 A−1的特征向量；
3 对任意可逆矩阵 A ∈ X，A−1 ∈ X.
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特征值的性质（Cont’d）

例 (2018-2019期末)
判断：设 n阶方阵 A满足 A2−5A+5En = 0，则对所有的有理数 r，
A+ rEn都是可逆阵.

例 (2019-2020期末)

记 X=

{a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈M3×3(R)

∣∣∣∣∣ 3
∑
j=1
a1j =

3
∑
j=1
a2j =

3
∑
j=1
a3j =

3
∑
j=1
ajj

}
，

证明：
1 X是 M3×3(R)的一个子空间，并求该子空间的维数；
2 对任意可逆矩阵 A ∈ X，(1, 1, 1)T是 A和 A−1的特征向量；
3 对任意可逆矩阵 A ∈ X，A−1 ∈ X.
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特征向量的性质

定理

设 V是有限维的，σ ∈ L(V)且 λ ∈ F，则
1 σ 的不同特征值对应的特征向量线性无关；
2 σ 的不同特征值对应的特征子空间的和为直和；
3 σ 最多有 dimV个不同的特征值.

上述定理有如下推论：
1 若 λ1, . . . ,λm是线性映射 σ 互异的特征值，则
Vλi ∩ ∑

j̸=i
Vλj = {0} (i= 1, . . . ,m)，则一个特征向量不能属于多个特征

值. 这一推论来源于直和的一个等价条件，线性空间运算一讲的习
题中有涉及.

2 σ 的不同特征值 λ1, . . . ,λm对应的特征子空间 Vλ1 , . . . ,Vλm 的基向量
合在一起构成的向量组线性无关，且是 Vλ1 +Vλ2 + · · ·+Vλm 的基.
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特征向量的性质（Cont’d）

接下来这个定理讨论了代数重数和几何重数间的关系：

定理

n维线性空间 V(F)的线性变换 σ 的每个特征值 λ0的重数（代数重数）
大于等于其特征子空间 Vλ0 的维数（几何重数）.

例 (相似题：2013-2014期末)
设 V(F)是 n维线性空间，σ ∈ L (V)，证明：

1 若 α,β 是 σ 的属于不同特征值的特征向量，则 c1c2 ̸= 0时，
c1α + c2β 不是 σ 的特征向量；

2 V中的每一非零向量都是 σ 的特征向量 ⇐⇒ σ = c0IV，其中 c0 ∈ F
是一个常数，IV是恒等变换.
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特征值与特征向量拓展练习

例
1 设 T ∈ L (V)且 dimimT= k. 证明 T至多有 k+1个特征值.
2 设 A,B都是 n阶矩阵，且 r(A)+ r(B)< n，证明：A,B有相同的特征
值和特征向量.

例 (2011-2012期末)
求 a,b,c,d,e, f ∈ R，使 (1,1,1)T,(1,0,−1)T,(1,−1,0)T ∈ R3是矩阵1 −1 1
a b c
d e f

的特征向量.

例
设 A,B ∈Mn(C)，B的特征多项式 f(λ ) = |λE−B|. 证明：f(A)可逆的充
要条件是 B的任一特征值都不是 A的特征值.
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相似的定义

定理 (基的选择对映射矩阵的影响)
设线性变换 σ ∈ L (V,V)，B1 = {α1, . . . ,αn}和 B2 = {β1, . . . ,βn}是线性
空间的 V(F)的两组基，基 B1变为基 B2的变换矩阵为 C，如果 σ 在基
B1下的矩阵为 A，则 σ 关于基 B2所对应的矩阵为 C−1AC.

这一定理研究了同一个线性变换在不同基下表示矩阵之间的关系. 我们
将同一个线性变换在不同基下表示的两个矩阵的关系称为相似的，规范
定义如下：

定义
若对于 A,B ∈Mn(F)，存在可逆矩阵 C ∈Mn(F),使得 C−1AC= B，则称
A相似于 B，记作 A∼ B.

例 (2022-2023期末)
设 A为 n阶矩阵，满足 r(A) = r，证明：存在可逆的矩阵 P，使得 P−1AP
的后 n− r列均为 0.

吴一航 (浙江大学竺可桢学院学业指导中心) 期末复习 2023年 12月 28日 104 / 133



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

相似的定义
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空间的 V(F)的两组基，基 B1变为基 B2的变换矩阵为 C，如果 σ 在基
B1下的矩阵为 A，则 σ 关于基 B2所对应的矩阵为 C−1AC.

这一定理研究了同一个线性变换在不同基下表示矩阵之间的关系. 我们
将同一个线性变换在不同基下表示的两个矩阵的关系称为相似的，规范
定义如下：

定义
若对于 A,B ∈Mn(F)，存在可逆矩阵 C ∈Mn(F),使得 C−1AC= B，则称
A相似于 B，记作 A∼ B.

例 (2022-2023期末)
设 A为 n阶矩阵，满足 r(A) = r，证明：存在可逆的矩阵 P，使得 P−1AP
的后 n− r列均为 0.
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相似的性质

相似有以下基本性质需要了解：
• 相似是一种等价关系；两矩阵相似必相抵（相似矩阵的秩相等）；
• A∼ B可以得到 AT ∼ BT，Am ∼ Bm. 更一般地，对于任意多项式 f(x)
都有 f(A)∼ f(B)，且若 B= P−1AP，有 f(B) = P−1f(A)P. 除此之外还
有 A,B可逆时，A−1 ∼ B−1，A∗ ∼ B∗；

• A1 ∼ B1，A2 ∼ B2不一定有 A1+A2 ∼ B1+B2，只有当过渡矩阵相
同，P−1A1P= B1,P−1A2P= B2时才有 P−1(A1+A2)P= B1+B2；

• 若 A1 ∼ B1，A2 ∼ B2，则有(
A1 O
O A2

)
∼
(
B1 O
O B2

)
;
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相似的性质（Cont’d）

• 相似矩阵有相同的特征多项式（逆命题不成立），即 A∼ B有
|λE−A|= |λE−B|，从而有相同的迹，行列式，特征值，但特征向
量不一定相同；虽然我们不能用特征值相同得到矩阵相似（可以得
到相抵、相合），但若两个 n阶矩阵特征值相同，且 n个特征值互不
相同，这时它们有相同的相似标准形对角矩阵，故相似.

• 与幂等矩阵相似的仍幂等，与对合矩阵相似的仍对合，与幂零矩阵
相似的仍幂零（但与正交矩阵相似的不一定正交，但与正交矩阵正
交相似的是正交矩阵）.

例 (2010-2011期末)
判断：若方阵 A相似于方阵 B，则 A与 B有相同的特征向量.

例
设 A为三阶矩阵，α1,α2,α3线性无关，且
Aα1 = α1,Aα2 = α1+α2−2α3,Aα3 = α1−2α2+α3，求 A的特征值.
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相似的性质（Cont’d）

• 相似矩阵有相同的特征多项式（逆命题不成立），即 A∼ B有
|λE−A|= |λE−B|，从而有相同的迹，行列式，特征值，但特征向
量不一定相同；虽然我们不能用特征值相同得到矩阵相似（可以得
到相抵、相合），但若两个 n阶矩阵特征值相同，且 n个特征值互不
相同，这时它们有相同的相似标准形对角矩阵，故相似.

• 与幂等矩阵相似的仍幂等，与对合矩阵相似的仍对合，与幂零矩阵
相似的仍幂零（但与正交矩阵相似的不一定正交，但与正交矩阵正
交相似的是正交矩阵）.

例 (2010-2011期末)
判断：若方阵 A相似于方阵 B，则 A与 B有相同的特征向量.

例
设 A为三阶矩阵，α1,α2,α3线性无关，且
Aα1 = α1,Aα2 = α1+α2−2α3,Aα3 = α1−2α2+α3，求 A的特征值.
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相似的性质（Cont’d）

• 相似矩阵有相同的特征多项式（逆命题不成立），即 A∼ B有
|λE−A|= |λE−B|，从而有相同的迹，行列式，特征值，但特征向
量不一定相同；虽然我们不能用特征值相同得到矩阵相似（可以得
到相抵、相合），但若两个 n阶矩阵特征值相同，且 n个特征值互不
相同，这时它们有相同的相似标准形对角矩阵，故相似.

• 与幂等矩阵相似的仍幂等，与对合矩阵相似的仍对合，与幂零矩阵
相似的仍幂零（但与正交矩阵相似的不一定正交，但与正交矩阵正
交相似的是正交矩阵）.

例 (2010-2011期末)
判断：若方阵 A相似于方阵 B，则 A与 B有相同的特征向量.

例
设 A为三阶矩阵，α1,α2,α3线性无关，且
Aα1 = α1,Aα2 = α1+α2−2α3,Aα3 = α1−2α2+α3，求 A的特征值.
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相似的性质（Cont’d）

例 (2013-2014期末)
设 A和 B分别是 m×n和 n×m矩阵.

1 设 λ ̸= 0. 证明 λ 是 m×m矩阵 AB的特征值当且仅当 λ 是 n×n矩
阵 BA的特征值.

2 证明 Im−AB是可逆矩阵当且仅当 In−BA是可逆矩阵 (Im是 m阶单
位矩阵，In是 n阶单位矩阵).

更一般的情形在 LALU上，但涉及分块矩阵初等变换此处不介绍.

例
设 α 是 n维实向量且 αTα = 1，求矩阵 I−2ααT的特征值.

例
设 A,B都是 n阶矩阵，证明：AB+B和 BA+B有相同的特征值.
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相似的性质（Cont’d）

例 (2013-2014期末)
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1 设 λ ̸= 0. 证明 λ 是 m×m矩阵 AB的特征值当且仅当 λ 是 n×n矩
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2 证明 Im−AB是可逆矩阵当且仅当 In−BA是可逆矩阵 (Im是 m阶单
位矩阵，In是 n阶单位矩阵).

更一般的情形在 LALU上，但涉及分块矩阵初等变换此处不介绍.

例
设 α 是 n维实向量且 αTα = 1，求矩阵 I−2ααT的特征值.

例
设 A,B都是 n阶矩阵，证明：AB+B和 BA+B有相同的特征值.
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相似的拓展练习

例
已知三阶矩阵 A和三元列向量 X，使得向量组 X,AX,A2X线性无关，且
满足

A3X= 3AX−2A2X.

1 记 P= (X,AX,A2X)，求三阶矩阵 B使得 A= PBP−1；
2 计算行列式 |A+E|.
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相似的拓展练习（Cont’d）

定理
任一复方阵必相似于一上三角矩阵.

证明.
n= 1时显然. 现假设 n−1阶复矩阵都可以相似于上三角矩阵，设 A为 n
阶复矩阵，我们任取 A的一个复特征值 λ1，设 α1为 A对应于 λ1的特征
向量. 我们把 α1扩充为 Cn的一组基，记为 α1,α2, . . . ,αn，记

P1 = (α1,α2, . . . ,αn)，则 P1可逆，且 P−11 AP1 =
(

λ1 α ′

0 An−1

)
，我们对

n−1阶矩阵 An−1应用归纳假设，因此存在可逆矩阵 P2使得 P−12 An−1P2

为上三角矩阵，取 P= P1
(
1 0
0 P2

)
，直接有 P−1AP=

(
λ1 α ′P1
0 P−12 An−1P2

)
为上三角矩阵，因此 n阶复矩阵一定相似于上三角矩阵.
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对角化解法

求线性映射 σ 对角化的一般方法为：
1 先任意写出 σ 在一组基 B下的矩阵 A，当然为了计算方便一般选取
自然基；

2 利用特征多项式 f(λ ) = |λE−A|= 0求出 A的所有不同特征值；
3 解线性方程组 (λE−A)X= 0，其中 λ 是上一步求出的特征值，求出
A在不同特征值下的线性无关特征向量；

4 第三步中求得的所有向量就是 σ 的特征向量在基 B下的坐标，根据
前面的讨论，σ 的特征向量也就是使得 σ 的矩阵表示为对角矩阵的
那组基.

5 当然，如果题目中直接给出求 P使得 P−1AP为对角矩阵，那么我们
只需进行 2、3两步，并将 3中得到的向量按列排列成矩阵 P即可.

如果线性变换 σ 可对角化，则它的任意一组基 B1下的表示矩阵 A都是
可对角化的.
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对角化解法（Cont’d）

例 (2021-2022期末)
求矩阵

A=

 0 −1 1
−1 0 1
1 1 0


的所有特征值，对应的特征子空间，以及与 A相似的一个对角矩阵.

例 (2014-2015期末)
设 T是次数小于等于 2的实多项式线性空间 V上的变换，对任意
f(x) ∈ V，定义

T(f(x)) =
d((x−2)f(x))

dx
证明 T是 V上的线性变换，且 T可对角化.
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对角化解法（Cont’d）

例 (2012-2013期末)

设 A=

(
a b
c d

)
是可逆矩阵，其中 b ̸= 0；λ 是 A的特征值.

1 证明 λ ̸= 0.
2 证明 (b,λ −a)T是属于 λ 的特征向量.
3 若 A有两个不同的特征值 λ1和 λ2，求可逆矩阵 P使 P−1AP是对角
矩阵.

例 (2012-2013期末改编)
设 2阶实对称阵 A满足方程 A2−6A+5I2 = 0，其中 I2是 2阶单位矩阵，
试给出全部有可能与 A相似（注意，不是相合！）的对角矩阵.
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对角化充要条件

定理 (可对角化充要条件（矩阵有类似定理）)
设 V是数域 F上的 n维线性空间，σ 是 V上的线性变换，
λ1,λ2, . . . ,λs ∈ F是 σ 的所有互异特征值，则以下条件等价：

1 σ 可对角化；
2 σ 有 n个线性无关的特征向量，它们构成 V的一组基；
3 V= Vλ1 ⊕Vλ2 ⊕·· ·⊕Vλs；
4 n= dimVλ1 +dimVλ2 + · · ·+dimVλs；
5 σ 每个特征值的代数重数等于几何重数.

推论 (可对角化必要条件)
若 n维空间上的线性变换 σ 有 n个不同的特征值，则 σ 可对角化. 反之，
σ 可对角化不一定有 n个特征值.
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对角化充要条件（Cont’d）

由特征值的性质，A可对角化，对任意多项式 f(x)，f(A)也可对角化，且
A可逆时，A−1和 A∗也可对角化.

例 (2011-2012期末)
设 σ : V→ V是有限维线性空间 V上的一个同构映射. 记 V(σ ;λ )为 σ 的
属于特征值 λ 的特征子空间.

1 如果 λ 是 σ 的特征值，证明：λ ̸= 0.
2 证明 λ 是 σ 的特征值，证明：V(σ ;λ ) = V(σ−1;λ−1).
3 证明 “σ 可对角化”的充要条件是 “σ−1可对角化”.
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对角化充要条件（Cont’d）

例 (Jordan块矩阵不可对角化)

证明 r(r> 1)阶上三角矩阵 J0 =


λ0 1

λ0
. . .
. . . 1

λ0

不与对角阵相似.

例 (秩 1矩阵可对角化)
设 α 和 β 是 Rn (n> 1)中两个列向量，A= αβ T ̸= O.

1 求 A的特征值；
2 证明：αTβ = 0 ⇐⇒ A不可对角化.

本例非常经典，请读者务必掌握本例的结论和解决方法. 事实上这一例
题的结论与这一论述是等价的：秩为 1的矩阵 A可对角化的充要条件是
A的迹不为 0.
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对角化充要条件（Cont’d）

例 (可对角化经典例题)
解决以下关于可对角化的基本问题：

1 设 A为 n阶矩阵，且 A2 = 2A. 证明：A可对角化，并求出与之相似
的对角矩阵（注：本题结论可推广到任意的 A2 = kA）；

2 设 A为 n阶非零矩阵，且 Am = O (m ∈ N+, m> 1). 证明：A不可
对角化；

3 设 A为二阶矩阵，非零向量 α 不是 A的特征向量，且
A2α −3Aα +2α = 0. 证明：α 和 Aα 线性无关且 A可对角化并求与
A相似的对角矩阵.

根据上面这一例子，我们也可以很容易证明满足 A2+A+E的实矩阵 A
在实数域上不可对角化.

吴一航 (浙江大学竺可桢学院学业指导中心) 期末复习 2023年 12月 28日 116 / 133



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

对角化充要条件（Cont’d）

例 (2009-2010期末)
设 A ∈Mn×n(F)有两个不同的特征值 λ1,λ2，且属于 λ1的特征子空间的
维数是 n−1，证明：A是可对角化的.

例 (2013-2014期末)

令 A=

0 −1 −1
1 1 0
1 x y

，其特征多项式 f(λ ) = λ 3+λ +2.

1 求 x和 y的值.
2 若将 A看作实矩阵，A是否可对角化？为什么？
3 若将 A看作复矩阵，A是否可对角化？为什么？
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（对角）相似标准形分解

如果一个矩阵可对角化，则有 P−1AP= Λ，其中 Λ 是对角矩阵，则
A= PΛP−1，这就是所谓特征值分解.

例 (2010-2011期末)
求 2×2实矩阵 A，使得 A的特征值是 2和 1，而对应于 2的特征子空间

由
(
1
1

)
生成，对应于 1的特征子空间由

(
2
1

)
生成.

之前讲解的利用对角化求解矩阵的幂实际上也是用了这里的分解思想.

例
设三阶矩阵 A的特征值为 λ1 = 1,λ2 = 2,λ3 = 3，它们对应的特征向量为
ξ1 = (1,1,1)T,ξ2 = (1,2,4)T,ξ3 = (1,3,9)T，又 β = (1,1,3)T，计算 Anβ .
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（对角）相似标准形分解（Cont’d）

例
设 A为三阶矩阵，A2 = A且 r(A) = r，求 |A−2E|.

总结幂等矩阵的基本性质：
1 A是幂等矩阵等价于 r(A)+ r(A−E) = n；
2 A为幂等矩阵则一定可对角化，特征值为 0和 1，其中 1的重数等
于 r(A)；

3 A是幂等矩阵时，r(A) = tr(A)；
4 所有秩为 1迹也为 1的矩阵均为幂等矩阵.

例
设 A相似于对角矩阵，λ0是 A的特征值，X0是 A对应于 λ0的特征向量，
证明：

1 r(A−λ0E)2 = r(A−λ0E)；
2 不存在 Y使得 (A−λ0E)Y= X0.
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（对角）相似标准形分解（Cont’d）

例
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（对角）相似标准形分解（Cont’d）

例
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相似的判断

我们并未给出相似不变量，没有类似于秩相等这样的相抵的充要条件，
所以判定相似需要一些必要条件.

1 定义法：找到 P使得 P−1AP= B即可，这一般是 A,B没给出具体矩
阵的做法，例如之前的性质证明以及最开始的那个例子；

2 我们也可以先计算两者迹、行列式、特征多项式是否相等（即特征
值是否一致），若不一致则一定不相似，得到结论，若一致且均为实
对称矩阵则相似，否则不一定相似（因为这是相似的必要条件）.
对于这种特征值一致的情况，我们进行对角化，情况如下：

1 若两矩阵均可对角化，则两矩阵相似：因为特征多项式相等则特征值
相等，均可对角化那么对角矩阵也完全一致，因此二者与同一个对角
矩阵相似，根据相似这一等价关系的传递性可知两矩阵相似；

2 若一个矩阵可对角化，另一个矩阵不可对角化，则一定不相似；
3 若两个矩阵都不可对角化，不一定相似. 需要两矩阵各个特征值的几
何重数（即各个特征子空间维数）都一致才相似，否则不相似. 具体
原因是只有几何重数一致才有相同的若当标准形.
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相似的判断（Cont’d）

例 (2012-2013期末)
判断：若 n阶方阵 A,B中的 A是可逆的，则 AB与 BA是相似的.

例

设 A=

2 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,B=

1 0 0
0 −1 0
0 −6 2

，判断 A与 B是否相似.

例 (2011-2012期末)
设 A,B都是域 F上的 n阶对角矩阵，且 A的对角元是 B的对角元的一个
置换. 证明：

1 A相似于 B.
2 A相合于 B.
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0 0 1
0 1 0

 ,B=
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0 −1 0
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，判断 A与 B是否相似.

例 (2011-2012期末)
设 A,B都是域 F上的 n阶对角矩阵，且 A的对角元是 B的对角元的一个
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相似的判断（Cont’d）

例 (2019-2020期末)
判断：若 A, B为 n阶上三角矩阵，且对角线上元素都相同，则 A与 B相
似.

例

已知 A=

2 0 0
0 0 1
0 1 x

与 B=

2 0 0
0 y 0
0 0 −1

相似.

1 求 x和 y；
2 求一个可逆矩阵 P，使 P−1AP为对角矩阵.
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例 (2019-2020期末)
判断：若 A, B为 n阶上三角矩阵，且对角线上元素都相同，则 A与 B相
似.

例

已知 A=

2 0 0
0 0 1
0 1 x
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相似的判断（Cont’d）

例
设 A= (aij)n×n是上三角矩阵.

1 求 A的全部特征值；
2 若 A主对角元互不相等，证明：A与对角阵相似；
3 若 n个主对角元相等且 A不为对角矩阵，证明：A不与对角阵相似.

例

设 A=

2 2 0
8 2 a
0 0 6

相似于对角矩阵，求常数 a，并求可逆矩阵 P使得

P−1AP为对角矩阵.
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AB= BA类问题总结

例
设 A,B ∈Mn(F)，AB= BA，证明：

1 若 X是矩阵 A属于特征值 λ0的特征向量，则 BX ∈ Vλ0 .
2 A和 B至少有一个共同的特征向量.
3 A有 n个不同的特征值则

1 AB= BA当且仅当 A的特征向量也是 B的特征向量.
2 存在次数小于等于 n−1的多项式 f(x)使得 B= f(A).

4 若 A,B均可对角化，则对角化的过渡矩阵可以相同（同时对角化）.
5 A,B可以同时上三角化，即存在可逆矩阵 P使得 P−1AP和 P−1BP
都是上三角矩阵.

例 (2010-2011期末)
设 n阶方阵 A和 B都可对角化，并且它们有相同的特征子空间（但不一
定有相同的特征值），证明 AB= BA.
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都是上三角矩阵.

例 (2010-2011期末)
设 n阶方阵 A和 B都可对角化，并且它们有相同的特征子空间（但不一
定有相同的特征值），证明 AB= BA.
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幂零矩阵

定理 (幂零矩阵的性质)
设 n阶矩阵 A是幂零的，则

1 A的所有特征值均为 0（等价定义）；
2 An=O；
3 A± I可逆.

例 (历年卷判断题组合)
1 若对于任何正整数 n，方阵 A（阶数大于 1）的 n次乘积 An都是非
零方阵，则 A可逆.

2 若存在正整数 n，使得方阵 A的 n次幂 An = 0，则 A的行列式
|A|= 0.

3 若 n(n> 1)阶方阵 A的特征多项式是 f(λ ) = λ n，则 A是零矩阵.
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故事的结尾：未竟之美

我想每一门课都有它要讲的一个故事，对于线性代数这门课而言，最合
适的结尾应该是一个留有无限遐想的版本.

1 从数学本身的角度看，线性代数占据什么样的地位？
2 不谈数学本身，你未来还能在什么地方见到线性代数？
或许这也是我们写的这本讲义取名未竟之美的原因.

注：尽管很多同学下学期还需要学习线性代数 II（H）课程，但实际上
也只是进一步完成导言中讨论的目标.
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从数学本身的角度看

1 首先线性代数作为代数学的研究方向，从代数结构的角度来看，线
性空间是可以由一组基张成的一类很特殊的结构（比如群就没有），
所以我们研究线性空间会非常方便，这也让线性空间分类这一任务
异常简单.

2 另外一个角度我想从内积空间出发，我相信大部分教材都会写，老
师也都会在课上说，我们引入内积的动机是希望给向量定义长度和
方向，这在解析几何中是必要的基础. 我们这里不再赘述这样的观
点，我们希望以另一个视角来看待内积给线性代数带来了什么，并
从中探究线性代数与微积分（数学分析）可能的关联.
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从数学本身的角度看（Cont’d）
度量空间

回顾经典的数列极限或者函数极限的定义，我们发现，无论是
|an−a|< ε 还是 |f(x)− f(x0)|< ε 还是邻域的概念，我们都离不开对距离
的定义. 那么什么是距离？距离就是集合中两个点之间的远近的度量，
所以类似于线性空间是在集合上定义满足一些性质的两种运算，我们也
可以在集合上定义一个距离函数，这样得到的是一个度量空间：

定义
设 X是一个集合，它的元素称为点，如果 X的任意两点 p和 q联系于一
个实数 d(p,q)，称为从 p到 q的距离，它满足条件

1 如果 p ̸= q，那么 d(p,q)> 0，d(p,p) = 0；
2 d(p,q) = d(q,p)；
3 对于任意 r ∈ X，d(p,q)⩽ d(p,r)+d(r,q).
则称 X是一个度量空间，满足这三条性质的函数称为距离函数或度量.
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从数学本身的角度看（Cont’d）
线性映射与连续函数

那么我们便会发现，一元微积分中研究的就是集合 X= R上定义了两点
之间距离函数为绝对值函数的度量空间上函数的性质，而欧式空间则是
满足加法、数乘运算性质的集合 V上定义以内积为基础的距离，显然也
是满足上面的三条性质的.
那么我们有一个自然的问题，线性映射实际上也是一个函数，只不过定
义域和值域都是线性空间，那么为什么我们在线性代数中不会像微积分
里面那样研究这样的函数的性质呢？原因在我们接下来要证明地主定理
中给出：有限维线性空间之间的线性映射都是连续函数. 于是，线性代
数中的函数只是定义域、值域特殊，并且还具有特殊性质——连续的函
数，所以从这一角度来看只是微积分的特例，因为微积分研究的是更一
般的，不具有线性运算性质的集合上（比如一个 R上的闭区间做数乘运
算后运算不封闭）定义的性质不一定很好（黎曼可积不一定要连续）的
函数的性质. 那么下面我们就来逐步证明这一主定理.
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从数学本身的角度看（Cont’d）
线性映射与连续函数

定理
1 证明：欧式空间中定义的距离函数连续；
2 证明：欧式空间中的范数（距离函数）定义具有等价性，即对于欧
式空间中定义的两种内积对应的两种长度定义 | · |α , | · |β，存在常数
c1,c2 > 0有

|η |α ⩽ c1|η |β ,
|η |β ⩽ c2|η |α .

即任意两种长度定义是等价的.
3 证明：任意有限维线性空间间的线性映射连续.（根据任意空间与向
量空间 Rn同构，我们可以把讨论限制在 Rn → Rm的映射上，并且
前面的等价性我们知道任何长度定义的连续性都没有区别，所以我
们可以取最简单的两点之间距离的内积定义来证明）
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从数学本身的角度看（Cont’d）
总结

事实上，在数学中我们最基本的想法便是基于严谨的公理化集合论，然
后在集合上进行研究. 分析学中，我们有最基本的拓扑空间，研究拓扑
空间中我们感兴趣的集合上定义的函数，然后引入度量从而有了极限的
概念，并且把眼光放在实数（或多元函数在 Rn上）中的特殊拓扑空间
上的集合上定义的函数. 而代数学则研究集合上定义运算得到的代数结
构有什么样的性质，这两者什么时候能结合呢？我们在上面看到了有限
维线性空间之间的函数的性质的研究就是一种思想的交汇，但我们发现
研究的必要性不大，于是二者真正的交融发生在无限维线性空间上，这
上面的性质将会异常复杂.
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未来的应用

1 统计学：马尔科夫链（状态转移矩阵，见教材第七章最后一个习
题）、协方差矩阵等；

2 优化：运筹、优化设计大量线性代数知识，工科专业大量需要矩阵
论，控制理论很大一部分也与线性代数息息相关；

3 机器学习：特征人脸识别；图像去噪；图像存储；潜在语言索引；

A= PΛQ= · · ·

4 物理学：本征值？本征态？
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致每一个阳光下闪烁着七彩光芒的泡沫

To every bubble glittering with colorful lights under the sun

谢谢大家！
祝大家学有所成，考出理想成绩！
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