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摘要

这一次课的主要内容是分块矩阵和矩阵的秩，对应 LALU的 10.2到 11节。希望大家听完后，都能借助相关知

识，学会解一类基于相抵标准型的常考题目
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1 从线性方程组到分块矩阵 2

1 从线性方程组到分块矩阵

作为对矩阵分块，矩阵的秩等内容的引入，考察下面这个线性方程组

例 (二元一次方程组的行视角和列视角). 线性方程组x+ y = 5

2x− y = 1

利用矩阵乘法，可以将其写为 1 1

2 −1

x
y

 =

 x+ y

2x− y

 =

5
1


从这个矩阵关系到线性方程组，其实相当于对系数矩阵按行分块

 1 1

2 −1

x
y

 =

(α1)1×2

(α2)1×2

x
y


2×1

=


(α1)1×2

x
y


2×1

(α2)1×2

x
y


2×1

 =

5
1



这是所谓的“行视角”，它对应我们对线性方程组的通常看法。然而，如果对系数矩阵按列分块，我们可以得

到对线性方程组的另一种看法 1 1

2 −1

x
y

 =
[
(β1)2×1 (β2)2×1

](x)1×1

(y)1×1

 = (β1)2×1(x)1×1 + (β2)2×1(y)1×1 =

5
1


1× 1矩阵就是一个数，上面的式子意思是

x(β1)2×1 + y(β2)2×1 = x

1
2

+ y

 1

−1

 =

5
1


（画图）也就是说，解上述线性方程组的问题，在列视角下，转化成了寻找适当的系数 x和 y，使得向量 β1和

β2 线性组合为 (5, 1)T。虽然大家还没有学到线性方程组，但我们可以从这个例子中看到问题在列视角下一下

子与向量的线性组合联系起来，自然地向量组的秩，向量所属的线性空间的维数，线性无关性等概念就会成为

描述线性方程组的工具，而这个观念变化仅仅是因改变同一个矩阵相乘的分块方式带来的

2 分块矩阵及其运算规律

定义 (课本 144页定义；LALU定义 10.2). 对于m× n矩阵 A，如果在行的方向分为 s块，在列的方向分为 t

块，就得到一个 s× t分块矩阵，记作

A = (Akl)s×t

其中 k从 1到 s，而 l从 1到 t标记子块的位置



2 分块矩阵及其运算规律 3

例 (3× 3矩阵). 以 3阶方阵为例

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 =

(A11)2×2 (A12)2×1

(A21)1×2 (A22)1×1


例 (按行或列向量分块). 以 3阶方阵为例，可以按行向量分块为

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 =


(α1)1×3

(α2)1×3

(α3)1×3


也可以按列向量分块为

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 =
[
(β1)3×1 (β2)3×1 (β3)3×1

]

定理 (线性运算规律). 形状相同的分块矩阵做线性运算（加法和数乘），结果等于子块各自做相同的线性运算

定理 (矩阵乘法规律). 设 A = (aij)m×n，B = (bij)n×p（小写代表矩阵元，和大写代表的子块区分），如果把

A,B 分别分块为 r × s和 s× t分块矩阵，且 A分块后的行能和 B 分块后的列做矩阵乘法，则

AB =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s

... . . .

Ar1 Ar2 · · · Ars




B11 B12 · · · B1t

B21 B22 · · · B2t

... . . .

Bs1 Bs2 · · · Bst

 =


C11 C12 · · · C1t

C21 C22 · · · C2t

... . . .

Cr1 Cr2 · · · Crt

 = (Ckl)r×t

其中

Ckl = Ak1B1l +Ak2B2l + · · ·+AksBsl

其中 k从 1到 r，而 l从 1到 t标记 C 的子块的位置

例 (3× 3矩阵). 考虑按行分块的 A

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 =


(α1)1×3

(α2)1×3

(α3)1×3


和按列分块的 B

B =


0 1 2

3 4 5

6 7 8

 =
[
(β1)3×1 (β2)3×1 (β3)3×1

]
(1)
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的乘法，为

AB =


(α1)1×3

(α2)1×3

(α3)1×3

[
(β1)3×1 (β2)3×1 (β3)3×1

]
=


(α1)1×3(β1)3×1 (α1)1×3(β2)3×1 (α1)1×3(β3)3×1

(α2)1×3(β1)3×1 (α2)1×3(β2)3×1 (α2)1×3(β3)3×1

(α3)1×3(β1)3×1 (α3)1×3(β2)3×1 (α3)1×3(β3)3×1


由于每一个子块的乘法都是合法的（α有 3列而 β 有 3行），所以这个分块矩阵乘法是可行的，其实这就是矩

阵乘法，例如

(AB)11 = (α1)1×3(β1)3×1 = 1× 0 + 2× 3 + 3× 6

例 (不同形状的矩阵的分块乘法). 考虑如下分块的矩阵 A

A =



1 2 3

4 5 6

7 8 9

0 1 2

5 6 7


=

(A11)2×2 (A12)2×1

(A21)3×2 (A22)3×1



和如下分块的矩阵 B

B =


1 2 3 0 1

4 5 6 1 2

7 8 9 2 3

 =

(B11)2×4 (B12)2×1

(B21)1×4 (B22)1×1


矩阵乘法为

AB =

(A11)2×2(B11)2×4 + (A12)2×1(B21)1×4 (A11)2×2(B12)2×1 + (A12)2×1(B22)1×1

(A21)3×2(B11)2×4 + (A12)2×1(B21)1×4 (A21)3×2(B12)2×1 + (A22)3×1(B22)1×1



=



30 36 42 8 14

66 81 96 17 32

102 126 150 26 50

18 21 24 5 8

78 96 114 20 38


习题. 请用一般的矩阵相乘计算出上例中的 AB，然后检验每个子块部分的结果是否与分块矩阵乘法给出的表

达式一致

例 (部分分块). 对于两个矩阵 A = (aij)m×n和 B = (bij)n×p相乘可以把右边的矩阵按列分块

AB = Am×n

[
(β1)n×1 (β2)n×1 · · · (βp)n×1

]
=

[
Am×n(β1)n×1 Am×n(β2)n×1 · · ·Am×n(βp)n×1

]
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也可以把左边的矩阵按行分块

AB =


(α1)1×n

(α2)1×n

...

(αm)1×n

Bn×p =


(α1)1×nBn×p

(α2)1×nBn×p

...

(αm)1×nBn×p


定理 (转置规律). 分块矩阵做转置，先把子块当作数做转置，再把每个子块做转置

例 (3× 3矩阵). 对于

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 =

(A11)2×2 (A12)2×1

(A21)1×2 (A22)1×1


其转置为

AT =


1 4 7

2 5 8

3 6 9

 =

(A11)
T
2×2 (A21)

T
1×2

(A12)
T
2×1 (A22)

T
1×1


可以看到子块也需要转置

希望通过以上实例分析，大家能对分块矩阵的运算更加熟悉。

3 初等变换与分块矩阵

例. 考虑线性方程组 1 1

2 −1

x
y

 =

0
0


系数矩阵为 1 1

2 −1


考虑第一章学到的三种初等变换，我们会发现它们都对应一个矩阵左乘系数矩阵，例如第一行的倍乘变换相

当于 1 1

2 −1

 →

k k

2 −1

 =

k 0

0 1

1 1

2 −1


对应的矩阵是单位矩阵第一行的倍乘；换行变换相当于1 1

2 −1

 →

2 −1

1 1

 =

0 1

1 0

1 1

2 −1


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对应的矩阵是单位矩阵的换行；第一行加 k倍的第二行相当于1 1

2 −1

 →

1 + 2k 1− k

2 −1

 =

1 k

0 1

1 1

2 −1


对应的矩阵相当于单位矩阵的第一行加 k倍的第二行

定义 (课本 135页定义；LALU定义 10.1). 初等矩阵是对单位矩阵做一次初等变换得到的矩阵，对应三种初

等变换，有三种初等矩阵，具体形式在教材 136页

注. 初等矩阵左乘在矩阵上，相当于对矩阵做对应的初等变换

定理 (课本 137页). 初等矩阵总是可逆的（初等变换不会改变线性方程组的解）

定理 (课本 132页). 如果 A是可逆矩阵，则方程组 AX = b的唯一解为 X = A−1b

例 (课本 132页例 3). 矩阵

A =


1 −1 1

0 1 2

1 0 4


的逆，可以借助方程组 AX = b的解来求解，对增广矩阵

[
(A)3×3 (b)3×1

]
=


1 −1 1 b1

0 1 2 b2

1 0 4 b3


做高斯消元，得

1 −1 1 b1

0 1 2 b2

1 0 4 b3

 →


1 −1 1 b1

0 1 2 b2

0 1 3 −b1 + b3

 →


1 −1 1 b1

0 1 2 b2

0 0 1 −b1 − b2 + b3



→


1 0 3 b1 + b2

0 1 2 b2

0 0 1 −b1 − b2 + b3

 →


1 0 0 4b1 + 4b2 − b3

0 1 2 b2

0 0 1 −b1 − b2 + b3



→


1 0 0 4b1 + 4b2 − b3

0 1 0 2b1 + 3b2 − 2b3

0 0 1 −b1 − b2 + b3


或 [

(A)3×3 (b)3×1

]
→

[
(E)3×3 (A−1b)3×1

]
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从而逆矩阵为

A−1 =


4 4 −3

2 3 −2

−1 −1 1


现在我们重新审视这个过程，注意我们首先知道对增广矩阵做初等变换等价于用相应的初等矩阵 P 左乘在增

广矩阵上，例如对第一步有
1 −1 1 b1

0 1 2 b2

1 0 4 b3

 →


1 −1 1 b1

0 1 2 b2

0 1 3 −b1 + b3

 = (P1)3×3


1 −1 1 b1

0 1 2 b2

1 0 4 b3


另一方面我们已经知道了分块矩阵的乘法规律，于是上面这步可以写为

(P1)3×3

[
(A)3×3 (b)3×1

]
=

[
(P1)3×3(A)3×3 (P1)3×3(b)3×1

]
上面总共做了五步初等变换，对应最后的结果其实是

(P5P4P3P2P1)3×3

[
(A)3×3 (b)3×1

]
=

[
(P5P4P3P2P1)3×3(A)3×3 (P5P4P3P2P1)3×3(b)3×1

]
=

[
(E)3×3 (A−1b)3×1

]
对比最后一个等号马上就看出来

P5P4P3P2P1 = A−1

这个例子给了我们一个很大的经验，总结为下面这条重要的定理

定理 (课本 137页定理 4.3；LALU定理 10.1). 任意可逆矩阵可以分解为一系列初等矩阵的乘积

基于这个定理，我们可以摆脱上述例子中虚设的 X 和 b，如果我们想求方阵 A的逆，我们可以直接把它

和同样大小的单位矩阵拼在一起 [
(A)3×3 (E)3×3

]
由上述定理，A可以分解为一系列初等矩阵的乘积 A = P1P2 · · ·Pn，如果左乘 A−1 = P−1

n · · ·P−1
2 P−1

1 ，则左

边部分变为单位矩阵，右边部分变为 A−1。换句话说，只需要使用初等行变换把上述矩阵中的左边变成单位

矩阵，那右边的结果就是 A的逆[
(A)3×3 (E)3×3

]
→

[
(E)3×3 (A−1)3×3

]
这就是求逆矩阵的初等变换法。

分块矩阵的初等变换是初等变换的推广，常用的分块方式是 2× 2分块，此时的单位阵形为E O

O E


相应的三种初等矩阵如下
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定义 (课本 148页). 2× 2分块下，分块倍乘矩阵为C O

O E

 ,

E O

O C


其中 C 可逆；分块倍加矩阵为 E O

C E

 ,

E C

O E


分块对换矩阵为 O E

E O


这些矩阵是对单位矩阵做一次初等变换得到的，将这些初等矩阵作用在分块矩阵上，结果相当于相应的

初等变换（具体见 LALU）。

例 (打洞法). 当 A可逆时，对分块矩阵 A B

C D


类似普通矩阵，我们可以通过初等变换消去 C，具体来说，是用第二行减去 CA−1倍的第一行，得到A B

C D

 →

A B

O D − CA−1B

 =

 E O

−CA−1 E

A B

C D


类似可以做列变换消去 BA B

O D − CA−1B

 →

A O

O D − CA−1B

 =

E −A−1B

O E

A B

O D − CA−1B


由于初等矩阵的逆是平凡的，借助“分块对角矩阵的逆等于相应各子块的逆组成的分块对角矩阵”，可以达成

求解逆矩阵的目的
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4 矩阵的秩

定义. 矩阵的秩是线性映射的秩，行秩和列秩是行向量组和列向量组的秩（极大线性无关组中的向量个数）

行秩和列秩对应的是把方阵进行行分块或列分块后得到的向量组的秩，矩阵的秩是矩阵作为线性映射（或

者说其对应的线性映射）的秩，三秩相等定理指出这三个量是一回事

定理 (LALU定理 11.1).

矩阵的秩 =矩阵的行秩 =矩阵的列秩

具体的证明参见 LALU。定理直接的推论是 r(A) = r(AT )，以及 r(Am×n) ≤ min{m,n}。

定理中，行秩等于列秩是重要的结论。回忆开头时线性方程组的例子，行分块和列分块对应两种不同的

视角：在行视角下，系数矩阵的行秩对应了有效的方程数目，求解整个方程组相当于求这些有效方程组的解；

在列视角下，列秩对应了有效的向量数目，求解整个方程组相当于寻找这些向量合理的线性组合。总结为

行视角→初等变换

列视角→线性组合

行秩等于列秩说明，有几个有效的线性方程组，就相当于有几个线性无关的列向量来做线性组合。如果

我们考虑的是齐次线性方程组 AX = 0，则列满秩说明 A的列向量线性无关，于是马上看出 X 只有零解，行

秩等于列秩说明行向量也线性无关，于是初等变换可以把系数矩阵化为单位矩阵，这同样说明 X 只有零解，

从方程组的解来看行秩等于列秩是相当直观的。

把这个看法和之前的定理（如果 A是可逆矩阵，则方程组 AX = b的唯一解为X = A−1b）联系起来，马

上可以得到矩阵可逆的四个等价条件

定理 (LALU定理 11.3). 对 n阶方阵 A，下列命题等价：

1. A可逆

2. r(A) = n

3. A的 n个行向量线性无关，n个列向量也线性无关

4. 齐次线性方程组 AX = 0只有零解

另外，我们知道初等变换有三种，其中交换和倍乘肯定不会改变行向量组的秩，而倍加是把行向量 αi乘以

k倍加到αj上，得到的新向量组是 βj = kαi+αj和 βk = αk(j 6= k)，相应的有αj = βj−kβi和αk = βk(j 6= k)，

即两个向量组可以互相表示，这说明变换前后行秩相等。于是，结合三秩相等定理，我们得到如下定理

定理 (课本定理 4.6；LALU定理 11.10). 初等变换不改变矩阵的秩

进而，我们可以引入下面的定理
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定理 (教材定理 4.7；LALU定理 11.9). A是m×n矩阵，若 r(A) = r，则存在可逆矩阵 Pm×m和Qn×n，使得

Pm×mAm×nQn×n =

Er O

O O

 = (Ur)m×n

其中 Er 是 r阶单位矩阵

这相当于说对于一个秩为 r的矩阵 A，我们通过一系列初等变换（包括行和列）把它化为行最简形后，得

到的是 Ur，即保持秩不变的最简单形式，称其为相抵标准型。

借助初等变换不改变矩阵的秩，还可以得到如下秩关系

定理. 若 P,Q是可逆矩阵，则 r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ)

这是因为可逆矩阵可以写成若干初等矩阵的乘积，而初等矩阵乘上一个矩阵相当于对矩阵做初等变换（左

行右列），又有初等变换不改变矩阵的秩，就得到了上述定理。

定理.

|r(A)− r(B)| ≤ r(A±B) ≤ r(A) + r(B)

这个定理依然可以用行秩来理解，以 r(A) > r(B)为例，用 B 的行向量来与 A的行向量做线性组合，最

坏的情况是 B的极大线性无关行向量组里的每一个向量，都把 A的极大线性无关行向量组中的向量变成了零

矢，这样结果的行秩就减少了 B 的秩个，反之就是 B 的极大线性无关行向量组里每一个都与 A的行向量无

关，这样结果的行秩就增大了 B 的秩个。

定理.

r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}

这个定理用初等变换来理解，如果 A满秩，则可逆，可以分解为一系列初等变换的乘积，从而 AB 的秩

序等于 B 的秩，考虑到 A的秩不大于其列的数目，乘法的合法性说明 A的列数等于 B 的行数，那么 B 的秩

当然也不大于 A的列数。于是 A满秩分为两种情况

1. A的行数大于列数，则 r(A)等于列数，r(B)小于等于 r(A)即自己的行数，min符号成立

2. A的行数小于列数，则 r(A)等于行数，小于 B 的行数即自己的列数，此时 r(B)受限于其自身的列数，

再分类讨论即可

如果是 B 满秩的话，可以转置后考虑，如果都不满秩的话，可以先分解为相抵标准型再考虑，此时不等号出

现，这个步骤可以自己思考。

定理.

r(As×nBn×m) ≥ r(A) + r(B)− n
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用行秩，列秩和初等变换思考的方法与上面类似，当然，上面两个式子回到线性映射的性质证明更一般，

详见 LALU。

引入分块矩阵作为工具，我们再引入几个秩关系，首先

定理.

r

A O

O B

 = r(A) + r(B)

从行秩角度看即可，上面部分的行向量组后面的分量都为零，所以非零向量肯定与下面部分的行向量组

无关。如果觉得这样不直观，也可以借助分块矩阵初等变换来求解，见 LALU。利用分块矩阵初等变换可以

证明的还有

定理.

r(A) + r(B) + r(D) ≥ r

A D

O B

 ≥ r(A) + r(B)

r(A) + r(B) + r(C) ≥ r

A O

C B

 ≥ r(A) + r(B)

定理.

r(ABC) ≥ r(AB) + r(BC)− r(B)

证明见 LALU。

5 FINAL PROJECT

最后，利用上述知识（主要是分块与相抵标准型），我们来解以下一类常考的存在性问题

例 (21-22 刘，小测; 09-10期末). A是秩为 1的 3 × 3矩阵，证明：存在 3 × 1矩阵 B 和 1 × 3矩阵 C 使得

A = BC

例 (20-21 谈，小测 2; 18-19期末). 设 A ∈ Mm×n(F)，r(A) = r，k是满足条件 r ≤ k ≤ n的任意整数，证明

存在 n阶方阵 B 使得 AB = 0且 r(A) + r(B) = k.

例 (22-23期末). 设A为 n阶矩阵，满足 r(A) = r，证明：存在可逆的矩阵 P，使得 P−1AP 的后 n− r列均为

0

例 (22-23期末). 设 A为 n阶矩阵，满足 r(A) = 1，且 A主对角线上的元素之和为 1，证明：A2 = A

习题 (19-20期末). 设A ∈ Mm×s(R)，且 r(A) = r，证明：存在矩阵B ∈ Ms×n(R)，使得 r(B) = min{s−r, n}且

AB = 0


