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1.函数极限  
【定义】关于函数（左、右）极限的定义的关键词： 去心邻域 、  语言

【研究范围】相比于数列极限更加复杂


定义域包括 


值域包括

【例题1】利用定义法证明：

若 则 其中

【简单的性质】类似于数列极限，函数极限同样具有以下性质：

唯一性

局部有界性

局部保号性

局部保序性

极限的四则运算（在 的情况下）

夹逼准则

【例题2】求以下函数的极限：

【复合函数的极限】假设   ,其中   为   与   的定义域，并假设 

 ,则有   (此条件为充分条件；能否给出不连续情况下的反例？)

【推论：指数型极限】假设   则有   

【一些需要掌握的定理】

海涅定理(Heine)

单调收敛定理

柯西收敛定理的函数形式

2.两大重要函数极限  

重要极限1： (利用夹逼原理证明)  

【例题3】求以下函数的极限：
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重要极限2： (利用夹逼原理证明)  

【例题4】求以下数列的极限：

【例题5】求以下数列的极限：

【例题6】设  在  处连续，且 ，则 （        ）

3.无穷小量，无穷大量及其量阶表示  

无穷小量的定义  

【定义】若 ，则称当  时  是无穷小量，类似地我们可以定义无穷大量。

需要注意的是，无穷小量是一个变量而不是一个常量。

小 o 记号和大 O 记号  
【定义】若 ，则称

【定义】若 ，则称  (我们常用   来表示有界量)

无穷小量的量阶表示  

同阶无穷小量

高阶无穷小量

等价函数  
【定义】若 ，则称  

【定理1】  

【等价替换定理】

若 且有

则有

需要注意的是，等价替换定理只能在乘除法中进行

【常用的等价替换】
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相关例题  
【例题7】下述关于高阶无穷小量的表述中不成立的是 (     )。

【例题8】求极限

4.连续函数  
【连续的定义】连续，左连续，右连续，定义都是通过 

【间断点】若  在  处不连续，则称  为间断点，间断点的类型如下：

跳跃间断点： 

极限不存在：  中至少有一个不存在

可去间断点：

考虑迪利克雷函数和黎曼函数的连续性,判断不连续点的特性

【定理】在区间  上的单调函数的不连续点必为跳跃间断点。

 

【例题9】  的可去间断点的个数为（）

 

【简单的性质】关于连续函数，具有以下性质：

局部有界性

局部保号性

局部保序性

连续函数的四则运算（在 的情况下）

复合函数的连续性

【定理】一切初等函数在其定义区间上连续

【定理】反函数连续性定理：设  在闭区间  上连续且严格单调增加，  ，则反函数 

 在  上连续且严格单调增加。

5.闭区间上的连续函数  
在闭区间上的连续函数会有很多良好的性质，我们在做题过程中若发现给出的是闭区间上的连续函数，则一定需要考虑以

下的性质。

牵扯到闭区间时，我们也可以优先考虑有限覆盖定理（回忆一下有限覆盖定理是什么？）

有界性定理：闭区间上的连续函数一定有界

最值定理：闭区间上的连续函数存在最大值和最小值。
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介值定理：闭区间上的连续函数的值域一定是一个闭区间

零点存在定理：介值定理的特殊情况（二分法判断零点）

【例题10】下列说法正确的是：（多选）

 如果  在  上连续，则  的值域为一区间. 

 设函数  在  上有定义，且其值域为一区间，则  在  上连续。 

 如果  在  上连续，且  存在，则  在  上有界. 

 如果  在  上连续且有界，则  存在.

6.一致连续  
一致连续的定义？(  只与  有关而与具体的 无关)

关于一致连续，需要掌握 2 种判定方法:

1.已知  在  上一致连续 对任何点列  和 ，只要满足

 就有 

Cantor 定理：闭区间上连续的函数一定一致连续。

【例题11】

若 证明 在 上一致连续

【例题12】

已知 在 上已知连续，且对于 求证

最后来一点小测复习的判断题？  
 在  上有界连续，则   在   上一致连续。

若  在区间  上一致连续，则  在区间  上一致连续。

如果  在  上一致连续，则  存在。（ ）

一个一致连续的函数，若其存在反函数，其反函数也一定一致连续。

若函数  在开区间  和  内均一致连续，则  在  上一致连续。

 设  均为非负的发散数列，则  也一定为发散数列。

 若数列  收敛，  发散，则  必发散

 设  均正项发散数列，则  也一定为发散数列。
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