
一、微分中值定理  

Fermat 引理:

如果函数  在点  可微，并且  是  在区间  上的局部极值点（局部最大或最小），那么 

。

Rolle 定理:

如果函数  在闭区间  上连续，在开区间  内可微。如果 ，则存在至少一个点 

，使得 。

Lagrange 中值定理:

如果函数 ，如果它在闭区间  上连续，在开区间  内可微，则存在至少一个点 ，

使得 。

Cauchy 中值定理:

考虑两个函数 ，如果它们在闭区间  上连续，在开区间  内可微，并且  对所有 

 都成立，则存在至少一个点 ，使得 。

【例 】  

试证明在  上导函数恒大于  的函数单调递增。

 

中值定理是连接原函数和导函数的桥梁。

【例 】  

试证明单侧导数极限定理：若  在  的半边空心邻域  可导，在半边实心邻域  连续，如果 
 有限，那么  在  处右导数存在且等于 。

这个定理用来证明关于补充定义函数的导数存在非常好用。

单侧导数极限定理的严谨证明：

由于在半边实心邻域连续，根据拉格朗日中值定理：

不妨设 

对于 。则此时对于同样的  也有

得证。

【例 】  

设函数  在  上连续，在  内可导，  且 。证明不存在常数 

，使得  对  成立。

假设存在  成立，我们下面用反证法推出矛盾。

显然， 。好像没法往下做了？

构造函数以获得新条件，设 ，则有：

但是  而显然 ，而  单调不增，那么显然就矛盾了。

af://n0
af://n6
af://n13
af://n25


【例 】  

设函数  在  上连续，在  上可导，且 ，证明：

存在 ，使得 ；

对于任意实数  必存在 ，使得：

第一问很简单，构造函数 ，那么就是 ，根据零点存在定理得证。

第二问其实用到了第一问的提示，我们可以发现， ，那其实就是证明，存在  使
得 。

故技重施，再构造函数 ，那么 ，根据 Rolle 定理存在 。这

就是我们要的答案。

 

事实上，单纯的使用中值定理，往往只能得到有限的信息。换一个函数使用中值定理，可以得到全新的结论，获

得导数和原函数的更多信息。

【例 】  

设  在  上连续 ，在  上可导， ，求证：

。

盲猜用两次中值定理，然后发现一次柯西一次拉格朗日：

二、Taylor 公式  

Peano 余项:

Lagrange 余项:

介于 ， 之间

回忆：二项式系数 。
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定理：设  在  的某个邻域有  阶导数存在，则它的  次 Taylor 多项式的导数恰好是  的 
 次 Taylor 多项式。

应用：  。

我们还可以对 Taylor 公式进行四则运算以及复合的操作。一个有趣的例子：

【例 】  

求  的麦克劳林级数，展开到 。

我们来看一些 Taylor 公式的应用。

【例 】【等价无穷小量到底能不能加减？！？】  

所以最保险的方法就是把无穷小量全部写出来，这样还是一个等式。

【例 】  

换个元泰勒展开，没有更简单的方法了（吧）。

设 ，开始求导， 。

泰勒展开：

最后一步用了等价无穷小量的性质。显然加上  还是和原式等价的无穷小量。

 

Taylor 展开其实就是告诉你，如何把一个函数变成等价无穷小量。

课本中有很多很好的计算题，大家可以全部刷一下。这里就不再补充用 Taylor 公式的极限计算题了。

Taylor 展开还有一些很有趣的应用，不止书上写的那几个。

【例 】【2022 年秋学期第二次小测】  

。

对照系数：
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【例 】【2022 年秋学期第二次小测】  

设  在  处二阶可导，且有

求 。

直接泰勒展开：

如果你不知道我现在在讲 Taylor 公式，你还能做得出来嘛？

【例 】

设  是定义在  的函数，且  存在，证明：

直接泰勒展开就有：

【Bonus】如果你能不用中值定理和 Taylor 公式，只用导数的定义解决这个题，我请你喝一杯奶茶~

最后让我们来看这次的重头戏。

事实上我们可以发现，Taylor 公式就是拉格朗日中值定理的超级加强版。所以这也提示我们，Taylor 公式是联系函数
各阶导数的桥梁。

【例 】  

设  在  上二阶可导，且 ，证明： 。

经典泰勒展开，直接变形：

令  就得证了。

【例 】  

设  在  上二阶可导， ，证明：

对于任意一个  ，套路化地泰勒展开：

af://n104
af://n130
af://n139


 不好处理了。我们套路化地取绝对值最大处的 ：

放缩：

 

在哪个点处展开？代入什么值？然后怎么做？

【例 】  

设  在  上有二阶可导且满足 ，且  在  上存在最大值 ，

，证明 .

设 .

（这一步需要观察，发现答案比  大！）我们需要二阶导是负的。

而因为原函数有最大值，所以二阶导不可能是正的！（这个用极值点存在的定理可以直接证明）。

最后我们以一个很有趣的计算技巧来为这次课程收尾。

【较难】【例 】  

考虑  的极限，发现都是 ！

那么用拉格朗日中值定理。
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后面大家学到定积分以后，还会出现和 Taylor 展开结合的很有趣的题目（套路）。希望大家遇到的时候可以回想起今
天讲过的内容（心虚）！

【习题】  

 上有一阶连续导数，在  上二阶可导，如果 ，证明：存在  使得 

设 ，证明：存在  使得

设 ，且 
。求证：

【难】设  为  个不同的实数，  在  上有  阶导数，且 
，证明：对于  使得
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