
一、数项级数  

重要的定理:  

如果级数  收敛，那么 。 

正项级数  收敛的充分必要条件是部分和数列有上界。

正项级数的比较判别法：  

 

 

正项级数的 d'Alembert 判别法：  

 

 

正项级数的 Cauchy 判别法：  

 

既然 d'Alembert 更弱，为什么还要用它？

积分判别法：  

设  在  上有定义，并且 ，且其在任意有限区间  上 Riemann 可积，那么
取单调递增趋于正无穷的数列 ，设 ，则反常积分  和 

 具有相同的敛散性。

推论：

如果  单调递减，则  和  具有相同的敛散性。

【例 】

请判断（如果错误请给出反例）：

设  是递增有界正数列，下面的级数一定收敛吗？

 

已知  收敛，下面的级数一定收敛吗？
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级数的 Cauchy 收敛原理：  

 

 

Leibniz 级数：  

 

 

Abel 判别法和 Dirichlet 判别法：  

若下列两个条件之一满足，则级数  收敛：

 单调有界，  收敛。

 单调趋于 ，  部分和有界。

A-D 判别法两者本质是一样的，Abel 判别法  的条件更强，级数是收敛的，所以要求  只需要单
调有界，而 Dirichlet 判别法  的条件只是部分和有界（可能振荡），所以要求  不仅单调还要收
敛于 。

【例 】

判断级数的敛散性：

 

条件收敛和绝对收敛：  

若  绝对收敛，则  都收敛。

若  条件收敛，则  都发散。

【例 】
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若级数   条件收敛，下面的级数一定发散吗？

 

 

正负分类可以让你在思绪混乱的时候获得意想不到的结果。

更序级数、Riemann 定理了解即可，级数的 Cauchy 乘积后面还会见到。

二、函数项级数（函数列）  

你觉得这两个东西有本质的区别吗？

函数项级数其实就是（可能）无法显示表达的函数列。

点态收敛、一致收敛、内闭一致收敛：  

 

 

推论：若函数项级数  一致收敛，那么  一致收敛到 。

定理：设函数列  点态收敛于 ，定义  与  的距离为 
，则其一致收敛于  的充分必要条件为 .

定理：设函数列  点态收敛于 ，则其一致收敛于  的充分必要条件为：对于任意数列 
，都有 .

一致连续的 Cauchy 收敛原理和其逆否命题：

 

 

其实就是一个函数列贴向另一个函数，如果永远有一段“翘起来”，那就是非一致收敛。

上面定理用来证明一致收敛，下面的定理用来证明非一致收敛会更好写点（下面的定理其实没上面

的定理那么好用）。

函数项级数的非一致收敛判断有什么办法吗？
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Weierstrass 判别法：  

 

 

Abel 判别法和 Dirichlet 判别法：  

 

 

三个性质（了解即可）：  

连续性定理（逐项极限）：

  设  在  上连续，且其内闭一致收敛于和函数 ，则和函数  也是连续的。

逐项微分定理：

设  在  上可微，  在  上逐点收敛，  在  上内闭一致收

敛，则：

和函数在  上可微且 。

和函数内闭一致收敛。

事实上有更强的条件，  不需要在定义域上逐点收敛，只需要在一个点上收敛即可。

逐项积分定理：

  设  在  上黎曼可积，  在  上一致收敛，则和函数在  上黎曼可积

且：

【例 】  

经典例子（小测常考）：
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【例 】

若函数列  在  上一致收敛，那么 、  是否也是
呢？如果  一致有界呢？

 

 

 

 

三、幂级数  

事实上从功利角度去看，这一块考试都是计算相关的。由于时间限制，我就直接上题了。

这一块的一个小考点就是计算幂级数的和函数。这里给出几个常见和函数模型：

难点在于不同模型的组合。

高中阶段学的各种技巧？

【例 】

求下面幂级数的和函数：
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【例 】

求下面级数的收敛域：

 

 

四、傅里叶级数  

对于周期为  的函数（注意有个 ！），有：

其中：

如果题目要你把  的一个函数展开成正弦/余弦级数，这个的意思就是：把函数的定义域按照奇偶性
补到 ，然后一样地去展开即可。

Riemann 引理小测应该不考（免责申明：具体得看你们老师怎么说），另一个重要的知识点是关于傅里
叶级数收敛性的（这一块不大会考证明，因为比较难，而且不同班讲的不一样，甚至和课本不一样）。
这里放一下贾老师 PPT 的图：
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这里就不放简单的计算题了，我们来看看去年的小测题。

【例题 】

设 ，其中 

 ，则 。

 

 

 

【例题 】已知  是  上的以  为周期的周期函数，且对于  又设 

，则下述命题正确的有：

   的 Fourier 级数在  上处处收敛.

 .

  .

  

 

 

 

巴塞尔？



【习题】  

判断下面级数收敛性：

 

 

 

 

 

 

 

 

 

若 ，  收敛，则  绝对收敛是  绝对收敛的________条件。

 

 

已知  收敛，若 ，那是否一定  使得 ？

 

 

设  在定义域  上连续， ，证明：  一致收敛到 。
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设  在  上有连续导函数，定义函数列 ，证明  在  
上内闭一致收敛。

 

 

设  在  上连续，定义函数列 ，证明：  在  上内 

闭一致收敛。
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