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Euclid 空间上的极限与连续 多元函数微分学

梅敏炫

2024.5.12

一、 Euclid 空间上的基本定理
1.1空间点集的概念
回忆一元函数的极限定义：

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇔ ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥(0 < | 𝑥 − 𝑥0| < 𝛿), | 𝑓(𝑥) − 𝐴 | < 𝜀.

而想要把极限推广到更高维的空间，我们就需要能够刻画空间中两点的接近程度的概念，这就是
度量的作用。

Definition 1 设 𝑆 是一个非空集合，称 𝜌 : 𝑆 × 𝑆 → ℝ 为集合 𝑆 上的一个度量，如果它满足：

1. 正定性：∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝜌(𝑥, 𝑦) ⩾ 0，等号成立当且仅当 𝑥 = 𝑦；
2. 对称性：∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥)；
3. 三角不等式：∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆, 𝜌(𝑥, 𝑦) + 𝜌(𝑦, 𝑧) ⩾ 𝜌(𝑥, 𝑧).

并由此得到空间中一点 𝑃0 的 𝛿 邻域的定义：

𝑈(𝑃0; 𝛿) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 𝜌(𝑥, 𝑥0) < 𝛿, 𝛿 > 0},

𝑈 °(𝑃0; 𝛿) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 0 < 𝜌(𝑥, 𝑥0) < 𝛿, 𝛿 > 0}.

对于一个点集 𝐷，若存在 𝑀 > 0，使得 𝐷 ⊂ 𝑈(𝑶;𝑀)，则称 𝐷 为有界的，其中 𝑶 为原点。

先前我们首先研究数列的极限，相应地，在高维空间上，我们需要引入与点列相关的概念。

Definition 2 称点集 𝐸 中的一个无穷点列 {𝑃𝑛}
∞
𝑛=1 收敛到 𝑃0，若 ∀𝜀 > 0, ∃𝑁(𝜀) ∈ ℕ+，当

𝑛 > 𝑁  时，有 𝜌(𝑃𝑛, 𝑃0) < 𝜀.

Definition 3 称 𝑃0 为点集 𝐸 的聚点，若 ∀𝛿 > 0,𝑈 °(𝑃0; 𝛿) ∩ 𝐸 ≠ ∅.

聚点实际上描述了这样一件事，就是从 𝑃0 的任何一个去心邻域中的一个点出发，都可以经由 𝐸
中的一个无穷点列逼近 𝑃0。也就是说，对于聚点的逼近是可操作的，这也正是我们定义极限所
希望实现的目标。

接下来的问题就是，对于一个点集而言，哪些点可能成为它的聚点。

Definition 4 对于非空点集 𝐷 ⊂ ℝ𝑛 以及点 𝑃0 ∈ ℝ𝑛,

1. 若 ∃𝛿 > 0 使得 𝑈(𝑃0; 𝛿) ⊂ 𝐷，则称 𝑃0 为 𝐷 的内点，点集 𝐷 的所有内点构成的集合称
为 𝐷 的内部，记作 𝐷°；

2. 若 ∃𝛿 > 0 使得 𝑈(𝑃0; 𝛿) ∩ 𝐷 = ∅，则称 𝑃0 为 𝐷 的外点；

3. 若 ∀𝛿 > 0,𝑈(𝑃0; 𝛿) ∩ 𝐷 ≠ ∅ 且 𝑈(𝑃0; 𝛿) ∩ 𝐷∁ ≠ ∅，则称 𝑃0 为 𝐷 的边界点，点集 𝐷 的
所有边界点构成的集合称为 𝐷 的边界，记作 𝜕𝐷.
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Remark 1 内点一定是聚点。

Definition 5 (点集的分类)

1. 若 𝐷 = 𝐷°，则称 𝐷 为开集；

2. 若 𝐷 包含了 𝐷 的所有聚点，则称 𝐷 为闭集；

3. 若 𝐷 中任意两点 𝑃  和 𝑄 之间都可以用一条属于 𝐷 的曲线连接，则称 𝐷 为连通集.

4. 能够被有限个开集并集覆盖的集合称为紧集.

5. 连通的开集称为开域.

6. 开域的闭包称为闭域.

1.2 Euclid 空间的完备性
因为 Euclid 空间上没有序关系，所以确界定理和单调收敛原理无法推广。

Theorem 1 (Cauchy 收敛准则)

Theorem 2 (闭区域套定理)

Theorem 3 (聚点定理)

Theorem 4 (有限覆盖定理)

二、多元函数的极限和连续
2.1多元函数的极限
Definition 6 设 𝐷 是 ℝ𝑛 上的开集，𝒙0 ∈ 𝐷，𝑧 = 𝑓(𝒙) 是定义在 𝐷 \ {𝒙0} 上的 𝑛 元函数，𝐴
为一实数.若对于 ∀𝜀 > 0，存在 𝛿 > 0，使得当 𝒙 ∈ 𝑈 °(𝒙0; 𝛿) 时，成立

| 𝑓(𝒙) − 𝐴 | < 𝜀,

则称 𝒙 趋近于 𝒙0 时 𝑓  收敛，并称 𝐴 为 𝑓  当 𝒙 趋于 𝒙0 时的 𝑛 重极限，记作 lim𝒙→𝒙0 𝑓(𝒙) =
𝐴.

Remark 2 (多元函数的归结原理) 极限  lim
𝒙→𝒙0
𝒙∈𝐷

𝑓(𝒙) = 𝐴 ⇔ 对于 𝐷 的任意一个子集 𝐸，若 𝒙0

为 𝐸 的聚点，必有  lim
𝒙→𝒙0
𝒙∈𝐸

𝑓(𝒙) = 𝐴

所以对于极限不存在的证明方法通常是选取一种逼近方式得到极限不存在，或是选择两种逼近
方式，得到的结果并不相同。
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2.2重极限和累次极限
重极限要求的是点列趋近于某一点的过程，这一过程等价于各分量同时趋近于各自的极限。而我
们希望能够将这个同时的极限过程分解为一个个分量的极限过程，并由此刻画多元函数的极限，
这就是累次极限的概念。下面以二元函数为例，给出累次极限的定义。

Definition 7 设 𝐷 是 ℝ2 上的开集，(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷，𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 是定义在 𝐷 \ {(𝑥0, 𝑦0)} 上的
二元函数. 若对于每个固定的 𝑦 ≠ 𝑦0，极限 lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥, 𝑦) 存在，并且极限

lim
𝑦→𝑦0

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦)

存在，则称此极限值为 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处的先对 𝑥 后对 𝑦 的 二次极限.

但是事实上，累次极限只能表示从坐标系方向上的趋近，相较于重极限实在是弱的有些多。而它
又要求每个分量趋近的时候极限存在，这一点又非常的强。这就导致累次极限和重极限的存在性
没有必然的联系，甚至于累次极限内部也可能出现某一种顺序的极限存在而其他不存在，或是存
在但是不相等的情况。

不过，就二元函数的情况来说，如果能满足上述所说的较强的条件，还是能建立起二重极限和二
次极限的一定关系的。

Theorem 5 若二元函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (𝑥0, 𝑦0) 处存在二重极限

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴,

且当 𝑥 ≠ 𝑥0 的时候存在极限

lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥),

那么 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (𝑥0, 𝑦0) 处的先对 𝑦 后对 𝑥 的二次极限存在并且与二重极限相等.

Remark 3 先对 𝑥 后对 𝑦 的条件同理. 同时这也表明，如果三者都存在的话必然相等，此时
累次极限求极限的次序可以交换.

Exercise 1 (单选题) 设 𝑓(𝑥, 𝑦) 在原点 𝑶 的某邻域内有定义，则下面命题不正确的是：

A.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦), lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦), lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) 有可能三者恰有两个存在.

B.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦), lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦), lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) 有可能三者恰有一个存在.

C. 若 lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦), lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) 都存在，则它们必然相等.

D. 若  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦), lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) 都存在，则它们必然相等.

2.3多元函数的连续性 有界闭区域上多元函数的性质
我们在一元函数的时候就了解过，连续性表明极限符号与函数运算可交换，多元函数也是一样的
道理.

Definition 8 设 𝐷 是 ℝ𝑛 上的开集，𝑧 = 𝑓(𝒙) 是定义在 𝐷 上的函数，𝒙0 ∈ 𝐷 为一定点. 若
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lim
𝒙→𝒙0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝒙0),

则称函数 𝑓  在点 𝒙0 处连续.

Theorem 6 (有界性定理)

Theorem 7 (最值定理)

Theorem 8 (一致连续定理)

Theorem 9 (零点存在性定理)

Theorem 10 (介值定理)

三、多元函数微分学
3.1偏导数，全微分
显然，我们很希望研究多元函数在所有分量同时变化时的变化率，以此来揭示这一函数的性质。
但这样的工作往往是复杂的，所以我们依然先从一元的方法入手，先只研究一个自变量变动时函
数的对应情况，这也就是所谓偏导数。以下均以二元函数作为示例：

Definition 9 设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 的某邻域内由定义. 若极限

lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥0 +Δ𝑥, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)
Δ𝑥

存在，则称 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处对变量 𝑥 可偏导，此极限为 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处对于
变量 𝑥 的偏导数，记作 𝜕𝑓𝜕𝑥 |(𝑥0,𝑦0) 或 𝑓 ′𝑥(𝑥0, 𝑦0). 𝑓 ′𝑦(𝑥0, 𝑦0) 同理.

Remark 4 𝑓 ′𝑥(𝑥0, 𝑦0) 的几何意义是曲线

{𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑦 = 𝑦0

在点   (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 处的切线关于   𝑥 轴的斜率，也就有曲线在这一点的切向量为   ⃗𝑠1 =
(1, 0, 𝑓 ′𝑥(𝑥0, 𝑦0)).

获取了与偏导数相关的信息之后，我们就可以进一步研究函数在所有分量同时变化时的变化率，
这就是全微分的概念。

Definition  10 设二元函数   𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点   (𝑥0, 𝑦0) 的某邻域内有定义，若存在常
数  𝐴,𝐵, 对充分小的  Δ𝑥,Δ𝑦，均有   𝑓(𝑥0 +Δ𝑥, 𝑦0 +Δ𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝐴Δ𝑥 + 𝐵Δ𝑦 +
𝑜(√Δ𝑥2 +Δ𝑦2)，则称 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处可微，𝐴Δ𝑥 +𝐵Δ𝑦 称为 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0)
处的全微分，记作 d𝑧 = 𝐴d𝑥 + 𝐵d𝑦.
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Remark 5 全微分又被称为线性主部，是因为它其实是对 (Δ𝑥,Δ𝑦) 进行线性变换后得到的
结果，用于对曲面变化的逼近.

Corollary 11 (全微分与偏导数的关系)
1. 若 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃  处可微，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃  处可偏导，且 𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝐴, 𝑓 ′𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝐵.
2. 若 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 的偏导数在点 𝑃  处连续，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃  处可微.
3. 函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃  处可微分的充要条件为

lim
Δ𝑥→0
Δ𝑦→0

Δ𝑧 − (𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦)Δ𝑥 + 𝑓 ′𝑦(𝑥, 𝑦)Δ𝑦)

√(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2
= 0.

3.2多元复合函数的求导法则
Definition 11 设 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣) 为定义在 𝑢𝑣 平面上的 𝐷𝑢𝑣 的二元函数，𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦)
为定义在 𝑥𝑦 平面上的 𝐷𝑥𝑦 的二元函数. 且

{(𝑢, 𝑣) | 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦} ⊂ 𝐷𝑢𝑣.

则称函数 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) 为定义在 𝐷𝑥𝑦 上的复合函数. 其中 𝑥, 𝑦 为自变量，
𝑢, 𝑣 为中间变量.

Theorem 12 (链式法则) 设 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) 为如上定义的复合函数，且 𝑢, 𝑣
在点 (𝑥0, 𝑦0) 处可偏导，𝑓(𝑢, 𝑣) 在点 (𝑢0, 𝑣0) 处可微，则 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处可偏导，
且有

( 𝜕𝑧𝜕𝑥
𝜕𝑧
𝜕𝑦) = (

𝜕𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑣)
⎝
⎜⎜
⎛
𝜕𝑢
𝜕𝑥
𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑦
𝜕𝑣
𝜕𝑦⎠
⎟⎟
⎞.

Remark 6 回忆一下线性代数的内容的话，你会发现这和基变换的关系是非常相似的.

Theorem 13 (一阶微分的形式不变性)

3.3高阶偏导数，高阶微分
Definition 12 设 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在区域 𝐷 ⊂ ℝ2 上有偏导数 𝑓 ′𝑥, 𝑓 ′𝑦，若 𝑓 ′𝑥, 𝑓 ′𝑦 在 𝐷 上也存在偏导
数，则称 𝑓 ′𝑥, 𝑓 ′𝑦 的偏导数为 𝑓  的二阶偏导数，记作
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𝑓 ′𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝜕
𝜕𝑥
(
𝜕𝑧
𝜕𝑥
),

𝑓 ′𝑦𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝜕
𝜕𝑥
(
𝜕𝑧
𝜕𝑦
),

𝑓 ′𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝜕
𝜕𝑦
(
𝜕𝑧
𝜕𝑥
)

𝑓 ′𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝜕
𝜕𝑦
(
𝜕𝑧
𝜕𝑦
).

其中 𝑓 ′𝑦𝑥, 𝑓 ′𝑥𝑦 被称为 𝑓  的混合偏导数.

Theorem 14 (混合偏导数相等的条件) 若 𝑓(𝑥, 𝑦) 的两个混合偏导数 𝑓 ′𝑥𝑦, 𝑓 ′𝑦𝑥 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处
连续，则

𝑓 ′𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓 ′𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0).

Theorem 15 (高阶微分公式) 若 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在区域 𝐷 ⊂ ℝ2 上 𝑘 阶可微，则

d𝑘𝑧 = (d𝑥
𝜕
𝜕𝑥
+ d𝑦

𝜕
𝜕𝑦
)
𝑘

𝑧

Exercise  2  (多选题) 设二元函数 𝜑(𝑢, 𝑣) 在 ℝ2 的二阶偏导数均存在且连续. 再设  𝑧 =
sin(𝑥𝑦) + 𝜑(𝑥 + 𝑦, 𝑥𝑦)，则下述结论正确的有

A.

𝜕𝑧
𝜕𝑥
= 𝑦 cos(𝑥𝑦) + 𝜑′1(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
) +

1
𝑦
𝜑′2(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
).

B.

𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦

= cos(𝑥𝑦) − 𝑥𝑦 sin(𝑥𝑦) + 𝜑″11(𝑥 + 𝑦,
𝑥
𝑦
)

+(
1
𝑦
−
𝑥
𝑦2
)𝜑″12(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
) −

𝑥
𝑦3
𝜑″22(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
).

C.

𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦

= cos(𝑥𝑦) − 𝑥𝑦 sin(𝑥𝑦) + 𝜑″11(𝑥 + 𝑦,
𝑥
𝑦
) + (

1
𝑦
−
𝑥
𝑦2
)𝜑″12(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
)

−
𝑥
𝑦3
𝜑″22(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
) −

1
𝑦2
𝜑′2(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
).

D.

𝜕𝑧
𝜕𝑦
= 𝑥 cos(𝑥𝑦) + 𝜑′1(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
) −

𝑥
𝑦2
𝜑′2(𝑥 + 𝑦,

𝑥
𝑦
).
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3.4方向导数，梯度
Definition 13 若 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 的某邻域 𝑈(𝑃0; 𝛿) ⊂ ℝ3 内有定义， ⃗𝑙 为一确定
的方向，以 𝑃0 为起点，沿  ⃗𝑙 方向任取一点 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈(𝑃0; 𝛿)，记 𝜌 = |𝑃0𝑃 |. 若极限

lim
𝜌→0

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
𝜌

存在，则称此极限为函数 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 在点 𝑃0 沿方向  ⃗𝑙 的方向导数，记作 𝜕𝑓
𝜕 ⃗𝑙
|𝑃0  或 𝑓 ′⃗𝑙 (𝑃0).

Remark 7
1. 若 𝑓  在点 𝑃0 处可微，则

𝑓 ′⃗𝑙 (𝑃0) = (𝑓
′
𝑥(𝑃0), 𝑓 ′𝑦(𝑃0), 𝑓 ′𝑧(𝑃0)) ⋅

⃗𝑙
| ⃗𝑙|
.

2. 函数 𝑓  可以每个方向上的方向导数都存在，但是 𝑓  在点 𝑃0 处不连续.

Definition  14 设  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 处可微，则沿方向  ⃗𝑙 的方向导数  𝑓 ′⃗𝑙 (𝑃0) ≜
∇𝑓(𝑃0) ⋅

⃗𝑙
| ⃗𝑙|
, 其中 ∇𝑓(𝑃0) = (𝑓 ′𝑥(𝑃0), 𝑓 ′𝑦(𝑃0), 𝑓 ′𝑧(𝑃0)) 为函数 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 在点 𝑃0 处的梯度.

3.5中值定理，Taylor 公式
Definition 15 设区域 𝐷 ⊂ ℝ2，若对 ∀𝑃1(𝑥1, 𝑦1), 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷,∀𝜆 ∈ [0, 1]，恒有 𝑃(𝜆) =
(1 − 𝜆)𝑃1 + 𝜆𝑃2 ∈ 𝐷，则称 𝐷 为凸域.

Theorem 16 (中值定理) 设二元函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在凸域 𝐷 ⊂ ℝ2 上可微，则对于 𝐷 内任意两点
𝑃1(𝑥1, 𝑦1) 和 𝑃2(𝑥2, 𝑦2)，至少存在 𝜃 ∈ (0, 1)，使得

𝑓(𝑃2) − 𝑓(𝑃1) = ∇𝑓(𝑃) ⋅ (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1), 𝑃 = 𝜃𝑃1 + (1 − 𝜃)𝑃2.

Theorem 17 (Taylor 公式) 设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 的某邻域 𝑈(𝑃0; 𝛿) ⊂ ℝ2 上有
𝑘 + 1 阶的连续偏导数，则对于 𝑈(𝑃0; 𝛿) 内任意一点 𝑃(𝑥0 +Δ𝑥, 𝑦0 +Δ𝑦)，以下式子成立：

𝑓(𝑥0 +Δ𝑥, 𝑦0 +Δ𝑦) =∑
𝑘

𝑖=0

1
𝑖!
(Δ𝑥

𝜕
𝜕𝑥
+Δ𝑦

𝜕
𝜕𝑦
)
𝑖

𝑓(𝑥0, 𝑦0) + 𝑅𝑘(Δ𝑥,Δ𝑦),

其中

𝑅𝑘(Δ𝑥,Δ𝑦) =
1

(𝑘 + 1)!
(Δ𝑥

𝜕
𝜕𝑥
+Δ𝑦

𝜕
𝜕𝑦
)
𝑘+1

𝑓(𝑥0 + 𝜃Δ𝑥, 𝑦0 + 𝜃Δ𝑦), 0 < 𝜃 < 1.

称为 Lagrange 余项.

3.6无条件极值 条件极值
Definition 16 设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 的某邻域 𝑈(𝑃0; 𝛿) ⊂ ℝ2 内有定义，若对
𝑈(𝑃0; 𝛿) 内任意一点 𝑃(𝑥, 𝑦)，有 𝑓(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)，则称 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0 处有极小值；若
对 𝑈(𝑃0; 𝛿) 内任意一点 𝑃(𝑥, 𝑦)，有 𝑓(𝑥, 𝑦) ⩾ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)，则称 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0 处有极大值.
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Theorem 18 (极值存在的条件)
1. 必要条件：设 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 的某邻域内可偏导，且在点 𝑃0 处有极值，则
∇𝑓(𝑃0) = (0, 0). 梯度为零的点称为驻点或稳定点.

2. 充分条件：设 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 的某邻域内有连续的二阶偏导数，定义矩阵

𝐻 = (
𝑓″𝑥𝑥
𝑓″𝑦𝑥

𝑓″𝑥𝑦
𝑓″𝑦𝑦
)，

为 𝑓  的 Hessian 矩阵
• 若 𝐻  在点 𝑃0 处正定，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0 处有极小值；
• 若 𝐻  在点 𝑃0 处负定，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0 处有极大值；
• 若 𝐻  在点 𝑃0 处不定，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0 处无极值；
• 若 𝐻  在点 𝑃0 处半正定或半负定，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0 处可能有极值，也可能无极值.

Remark 8 将 𝑓  在点 𝑃0 处进行 Taylor 展开至二阶：

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (Δ𝑥,Δ𝑦) ⋅ ∇𝑓(𝑃0) +
1
2
(Δ𝑥

𝜕
𝜕𝑥
+Δ𝑦

𝜕
𝜕𝑦
)
2

𝑓(𝑃0) + 𝑜(𝜌2),

事实上，这个式子的二阶项就是 Hessian 矩阵的展开形式.

Example 1 设二元函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 有连续的二阶偏导数.

1. 若 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 为 𝑓(𝑥, 𝑦) 的稳定点，𝑓  在 𝑃0 的 Hessian 矩阵正定，求证：𝑓(𝑥, 𝑦) 在 𝑃0 取极小值.
2. 若 𝑓  在每个点的 Hessian 矩阵都正定，求证：𝑓  至多有一个稳定点.

对于条件极值，我们的方法是通过Lagrange 乘数法将其转化为一个新构造函数的无条件极值问
题。

Example  2 证明：二次型  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴𝑥2 +𝐵𝑦2 +𝐶𝑧2 + 2𝐷𝑥𝑦 + 2𝐸𝑦𝑧 + 2𝐹𝑧𝑥 在单位球面

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 上的最大值和最小值恰为矩阵 𝑄 = (
𝐴
𝐷
𝐹

𝐷
𝐵
𝐸

𝐹
𝐸
𝐶
) 的最大特征值和最小特征值.

3.7隐函数
Definition 17 设 𝐸 ⊂ ℝ2，函数 𝐹 : 𝐸 → ℝ. 对于方程 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0，若存在集合 𝐼, 𝐽 ⊂ ℝ，使
得对于 ∀𝑥 ∈ 𝐼，存在唯一的 𝑦 ∈ 𝐽  使得 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸，且满足 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0，则称方程 𝐹(𝑥, 𝑦) =
0 确定了一个定义域为 𝐼，值域含于 𝐽  的隐函数.

若将此隐函数记作 𝑦 = 𝑓(𝑥)，则对于 ∀𝑥 ∈ 𝐼，有 𝐹(𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0.

Theorem 19 (隐函数定理) 若函数 𝐹(𝑥, 𝑦) 满足下列条件：
1. 函数 𝐹  在以点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 为内点的某区域 𝐷 ⊂ ℝ2 内连续；
2. 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = 0（初始条件）；
3. 在 𝐷 内存在连续的偏导数 𝐹 ′𝑦(𝑥,𝑦)；
4. 𝐹 ′𝑦(𝑥0,𝑦0) ≠ 0；
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那么在 𝐷 内由方程 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 唯一确定隐函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)，且 𝑓(𝑥) 在 𝑈(𝑥0; 𝛿) 内连续.

若还满足：
5. 𝐹(𝑥, 𝑦) 在 𝐷 内有连续的偏导数 𝐹 ′𝑥(𝑥,𝑦)；

则 𝑓(𝑥) 在 𝑈(𝑥0; 𝛿) 上有连续导数，且有 𝑓 ′(𝑥) = −𝐹 ′𝑥(𝑥,𝑦)
𝐹 ′𝑦(𝑥,𝑦)

.

Remark 9 这里给出的导数公式只适用于 𝐹(𝑥, 𝑦) 这种原始形式，存在复合函数则不适用.

Theorem 20 (向量值隐函数定理) 设函数 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣),𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑢0, 𝑣0) 的
某邻域内满足下列条件：
1. 𝐹(𝑃0) = 𝐺(𝑃0) = 0（初始条件）；
2. 在该邻域内有连续的偏导数 𝐹 ′𝑥, 𝐹 ′𝑦, 𝐹 ′𝑢, 𝐹 ′𝑣, 𝐺′𝑥, 𝐺′𝑦, 𝐺′𝑢, 𝐺′𝑣；
3. 在点 𝑃0 处行列式

𝐽 = 𝜕(𝐹,𝐺)
𝜕(𝑢,𝑣) = |

𝐹 ′𝑢
𝐺′𝑢

𝐹 ′𝑣
𝐺′𝑣
| ≠ 0.

则方程组

{
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0

在点 𝑃0 的某邻域内唯一确定了两个二元函数 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦)，且满足：
1. 𝑈0 = 𝑢(𝑥0, 𝑦0), 𝑉0 = 𝑣(𝑥0, 𝑦0)；
2. 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) = 0,𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) = 0；
3. 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦) 有一阶连续偏导数.

Example 3 证明在 (0, 0) 的某邻域内存在唯一的可导函数 𝑦 = 𝜑(𝑥) 满足 sin 𝑦 + 𝑒𝑦−𝑒−𝑦
2 = 𝑥，并

求其导函数 𝜑′(𝑥).

3.8几何应用
1. 曲线的切线和法平面： 先求出曲线的切向量  ⃗𝑠，再根据点 𝑃0 确定对应的参数，给出切线和法
平面的方程.

2. 曲面的切平面和法线： 先求出曲面的法向量 �⃗�，再根据点 𝑃0 确定对应的参数，给出切平面和
法线的方程.

3. 平面方程的确定依靠的是任一向量与法向量的点积为零，直线方程的确定依靠的是直线上的
任一向量与方向向量同向或反向.

Exercise 3 (多选题) 下述命题中正确的有：

A. 𝑧 = 1
2 ln(𝑥

2 + 𝑦2) 在点 (3, 4) 处沿方向  ⃗𝑙 = (3, 4) 的方向导数 𝜕𝑧
𝜕 ⃗𝑙
|(3,4) = 1

5 .

B. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦(4 − 𝑥 − 𝑦) 在由直线 𝑥 + 𝑦 = 6，𝑥 轴和 𝑦 轴所围成的有界闭区域上的最大
值为 4，最小值为 −64.

C. 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) = ∫𝑥𝑦
0
𝑒−𝑡2 d𝑡 满足方程

9
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𝑥
𝑦
𝜕2𝑧
𝜕𝑥2

− 2
𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝑦
𝑥
𝜕2𝑧
𝜕𝑦2

= −2𝑒−𝑥2𝑦2

D. 椭球面 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 6 在点 (1,−1, 1) 处的切平面方程为 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 = 6.

E. 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑒−(
1
𝑥+

1
𝑦) 满足方程 𝑥2 𝜕𝑧𝜕𝑥 − 𝑦

2 𝜕𝑧
𝜕𝑦 = 0.

四、习题
Exercise  4  (多选题) 设函数  𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 的某个邻域内有定义，并且  𝑓在点
𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 的所有方向导数都存在，则以下说法错误的是：

A. 偏导数 𝜕𝑓𝜕𝑥(𝑃0),
𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑃0) 一定都存在.

B. 𝑓  一定在点 𝑃0 处可微.

C. 𝑓  一定在点 𝑃0 处连续.

D. 𝑓  在点 𝑃0 处不一定连续.

Exercise 5 (单选题) 设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 𝑈((𝑥0, 𝑦0); 1) 上有定义，下面有关 𝑓(𝑥, 𝑦) 的四个命题：

(1) 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (𝑥0, 𝑦0) 处连续；

(2) 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (𝑥0, 𝑦0) 处可微；

(3) 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (𝑥0, 𝑦0) 处的两个偏导数 𝑓 ′1(𝑥0, 𝑦0), 𝑓 ′2(𝑥0, 𝑦0) 存在；

(4) 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 𝑈((𝑥0, 𝑦0); 1) 上每点 (𝑥, 𝑦) 处 𝑓 ′1(𝑥, 𝑦), 𝑓 ′2(𝑥, 𝑦) 都存在，且 𝑓 ′1(𝑥, 𝑦), 𝑓 ′2(𝑥, 𝑦) 在
(𝑥0, 𝑦0) 处连续.

若用 𝑃 ⇒ 𝑄 表示命题 𝑃  可以推出命题 𝑄，则有：

A. (4) ⇒ (2) ⇒ (3).

B. (4) ⇒ (3) ⇒ (1).

C. (2) ⇒ (3) ⇒ (1).

D. (3) ⇒ (2) ⇒ (1).

Exercise 6 (单选题) 设 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 ℝ2 上有连续的偏导数，且 𝑓(1, 1) = 1, 𝑓 ′𝑥(1,1) = 1, 𝑓 ′𝑦(1,1) =
2，若 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑥2))，则 𝜑′(1) 的值为：

A. 7 B. 3 C. 5 D. 11

Exercise 7 (单选题) 曲线 Γ : {𝑥
2+𝑦2+𝑧2=6
𝑥+𝑦+𝑧=0

 在点 (1,−2, 1) 处的切线一定平行于：

A. 平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0. B. 坐标平面 𝑌 𝑂𝑍. C. 坐标平面 𝑍𝑂𝑋. D. 坐标平面 𝑋𝑂𝑌 .

Exercise 8 (单选题) 设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在原点 (0, 0) 的某个邻域内有定义且在点 (0, 0) 处连续，
则下述命题正确的是：

A. 若极限  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥,𝑦)
𝑥2+𝑦2  存在，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 处可微.
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B. 若 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 处可微，则极限  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥,𝑦)
|𝑥| + |𝑦|  存在.

C. 若极限  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥,𝑦)
|𝑥| + |𝑦|  存在，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 处可微.

D. 若 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 处可微，则极限  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥,𝑦)
𝑥2+𝑦2  存在.

Exercise 9 (单选题) 二元函数 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) 在 ℝ2 上可微，且当 𝑦 = 𝑥2 时，有 𝑢(𝑥, 𝑦) = 1 以
及 𝜕𝑢𝜕𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑥，则当 𝑦 = 𝑥2 时，𝜕𝑢

𝜕𝑦 (𝑥, 𝑦) 的值为：

A. 12 . B. −1
2 . C. 0. D. 1.

Exercise 10 (单选题) 设 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑦3 + 2𝑥𝑦，其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 为常数. 则满
足什么条件的点 (𝑥0, 𝑦0) 必不是 𝑓(𝑥, 𝑦) 的极值点？

A. 3𝑎𝑥0 + 𝑏 > 0 且 (3𝑎𝑥0 + 𝑏)(3𝑑𝑦0 + 𝑐) > 1.

B. (3𝑎𝑥0 + 𝑏)(3𝑑𝑦0 + 𝑐) = −1.

C. 3𝑎𝑥0 + 𝑏 < 0 且 (3𝑎𝑥0 + 𝑏)(3𝑑𝑦0 + 𝑐) > 1.

B. (3𝑎𝑥0 + 𝑏)(3𝑑𝑦0 + 𝑐) = 1.
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