
多元微积分

from : hy

一、重积分

1. 面积的定义

例1： 请举出一个不可求面积的例子

hint:寻找面积上极限和下极限不同的图形

2. 二重积分

2.1 定义

几何定义：用圆柱体拟合

极限定义：Riamann可积定义，可积理论
物理角度的理解

2.2 性质

乘积可积性

保序性

绝对可积性

积分中值定理

……

2.3 计算

2.2.1 长方形

2.2.2 X-型区域

D可求面积⇔ ∀ε > 0,  ∃ T  s.t.   ​−A(D,T ) ​<A(D,T ) ε ⇔ A(∂D) = 0

    A(D) = 0 ⇔ ∃有限多个矩形R1, ...Rm, D ⊂ ​R ​  且  ​A(R ​) <
i=1

⋃
m

i

j=1

∑
m

j ε（Jordan面积）

命题：参数曲线满足一个零阶可导，一个一阶可导，则A(γ) = 0
推论：简单光滑曲线的面积为0

​f(x, y)dxdy =∬
D

​ ​f(x, y) dx dy =∫
c

d

∫
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​ ​f(x, y) dy dx∫
a

b

∫
c
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​f(x, y) dx dy =∬
D

​  ​f(x, y) dy dx∫
a

b

(∫
y ​(x)1

y ​(x)2

)

(结合画图理解)



2.2.2 Y-型区域

2.2.3 极坐标

例如下面的两种情况：

实质上：变量替换

 ，计算极限

​f(x, y) dx dy =∬
D

​  ​f(x, y) dx dy∫
c

d

(∫
x ​(y)1

x ​(y)2

)

(结合画图理解)

例1：设f(x)在[a, b]上连续且∀x ∈ [a, b], f(x) > 0 ,
求证： f(x) dx ⋅∫

a

b ​ ​dx ≥∫
a

b

f(x)
1 (b − a)2

例2 :计算二重积分 ​ ​ dσ，其中D由直线y =∬
D y

sin y x及抛物线x = y 所围成.2

ans : 1 − sin1
hint：X −型区域积不出来，Y −型区域可以

例3 :求 ​ ( ​e dy) dx∫0
1 ∫

x

1 −y2

ans : ​ −2
1 ​

2e
1

hint：综合运用X −型区域与Y −型区域

例4：设D : x +2 y ≤2 r2

​ ​ ​e cos(x +
r→0+
lim

πr2

1 ∬
D

x −y2 2
y)dx dy

ans : 1
hint :中值定理的运用



3. 三重积分

3.1 定义

类似二重积分定义

·物理角度理解

3.2 性质

乘积可积性

保序性

绝对可积性

积分中值定理

……

3.3 计算

本质思想：降维。（因为我们已经知道了更低维度的积分方法）

3.3.1 长方体

类似二重积分中的长方形。可化作二重积分。

3.3.2 投影法(先一后二)

以向xoy平面投影为例：

要求：侧面必须是平行于z轴的柱面

3.3.3 平面截割法（先二后一）

以用垂直于xoy平面的平面来截割为例

例5：求

L = ​ ​dx(0 <∫
a

b

ln(x)
x − xb a

a < b)

hint：看到特别像积分的函数，化为高次的。

​f(x, y, z)dxdydz =∭
V

​ ​f(x, y, z)dz dxdy∬
D

(∫
z ​(x,y)1

z ​(x,y)2

)

​f(x, y, z)dxdydz =∭
V

​ ​f(x, y, z)dxdy dz∫
z ​1

z ​2

(∬
D ​z

)



4. 变量替换

极坐标变换

柱面坐标变换

球面坐标变换

二、曲线积分

第一类曲线积分

第二类曲线积分

注意：方向性。

理解：物理类比

计算：

有界闭区域边界

曲面边界
方法：

写参数化

看方向
代入公式

​{x = r cos θ
y = r sin θ

(dx, dy) = (rdr, dθ)

​ ​

⎩
⎨
⎧x = r cos θ
y = r sin θ
z = z

(dx, dy, dz) = (rdr, dθ, dz)

​ ​

⎩
⎨
⎧x = r cos θ sinϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cosϕ

(dx, dy, dz) = (r sinϕdr, dθ, dϕ)2

Q :为什么会引入曲线积分、曲面积分？

​f(x, y) ds =∫
γ

​f(t, y(t)) ​dt∫
a

b

1 + [y (t)]′ 2

​F ⋅∮
γ+

ds = ​Pdx +∮
γ+

Qdy + Rdz



三、曲面积分

第一类曲面积分

物理解释：曲面密度有一个函数，求面的质量。

若

注意：变量替换不要忘了 !

事实上，第二类都可以由第一类点积法向量推导而来。

第二类曲面积分

引入：单侧曲面、双侧曲面

简单光滑曲面S是双侧曲面
边界：右手螺旋、诱导定向

好用的公式：Wallis公式

三个公式

Green公式

二重积分  第二类曲线积分

推论：

​f(x, y, z) dS =∬
S

​f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∣∣r ​×∬
D

u r ​∣∣dudvv

r ​ =u ( ​, ​, ​), r ​ =
∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

v ( ​, ​, ​)
∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

r ​×u r ​ :v 切平面法向量

z = f(x, y)？

∣ ​∣∂(u,v)
∂(x,y)

​F ⋅∬
S+

dS = ​Pdydz +∬
S+

Qdzdx + Rdxdy = ​F(r(u, v)) ⋅∬
D

(r ​×u r ​)dudvv

(闭区域边界：) = ​divFdxdydz =∭
K

​ + ​ + ​ dxdydz∭ (
∂x
∂P

∂y
∂Q

∂z
∂R)

​sin xdx =∫
0

​
2
π

n ​cos xdx =∫
0

​
2
π

n ​ ​ ​
⎩⎨
⎧ ​,

n!!
(n−1)!!

​ ​,
n!!

(n−1)!!
2
π

if n is odd

if n is even

​F ⋅∮
C

dr = ​∇ ×∬
S

F ⋅ dS

在这里，(C)是一个简单闭合曲线，(F)是一个二维向量场，(S)是由曲线(C)所围成的有向曲面，
(∇ × F)是向量场(F)的旋度，(dS)是曲面(S)的面积元素。

⇔

d(Pdx + Qdy) = ​ − ​ dxdy( ∂x
∂Q

∂y
∂P )



Newton-Leibniz公式
有界闭区域，  为分段光滑 曲线，则可计算 （三种）

Gauss公式

三重积分 第二类曲面积分

散度的定义：

∂D Jordan A(D)

例1：设D为两条直线y = x, y = 4x和两条双曲线xy = 1,xy = 4所围成的区域；
F u 是具有连续导数的一元函数，并记f u =( ) ( ) F u .′ ( )
1 证明： ​ ​dy = ln 2 ​f u du；( ) ∫∂D y

F xy( ) ∫1
4 ( )

2 若F 1 =( ) ( ) 2,F 4 =( ) 3，求曲线积分： ​ ​dy.∫∂D y

F xy( )

例2：L是曲线y = sinx上从点(0, 0)到点(π, 0)的一段，求：

I = ​ ​dx +∫
L

x + y2 2 y[xy + ln(x + ​)]dyx + y2 2

​(∇ ⋅∭
V

F) dV = ​F ⋅∬
S

dS

⇔

∇ ⋅ F = ​ +
∂x

∂F ​x ​ +
∂y

∂F ​y ​
∂z

∂F ​z

例：设有界区域Ω由平面2x + y + 2z = 2与三个坐标平面围成，
Σ为整个表面的外侧；
计算曲面积分：

I = ​ x + 1 dydz − 2ydzdx + 3zdxdy.∬
Σ

( 2 )



Stokes公式

二重积分 第二类曲线积分

旋度的定义：

注：Stokes’ 公式可以看作是 Green’s 定理在三维空间中的推广，实质上是三维向量场的旋度与曲线积分之间的关系，而 Green’s
公式则是描述了二维向量场的散度与曲线积分之间的关系，是Stokes'公式的二维特例。

从某种角度来看，这两个公式在本质上是有联系的，只是描述的维度不同而已。

【习题】

​F ⋅∮
C

dr = ​(∇ ×∬
S

F) ⋅ dS

⇔

∇ × F = ​ − ​ i +(
∂y

∂F ​z

∂z
∂F ​y ) ​ − ​ j +(

∂z
∂F ​x

∂x
∂F ​z ) ​ − ​ k(

∂x
∂F ​y

∂y
∂F ​x)

练习：求下列向量场A的旋度
（1）A = (2z − 3y)i + (3x − z)j + (y − 2x)k
（2）A = (z + sin y)i − (z − x cos y)j
（3）A = x sin yi +2 y sin(xz)j +2 xy sin(cos z)k

如果二重积分 ​f(x, y)dxdy的被积函数f(x, y) =∬
D

g(x)h(y),积分区域D = {(x, y)∣a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤
d},证明：

​f(x, y)dxdy =∬
D

​g(x)dx ⋅[∫
a

b

] ​h(y)dy[∫
c

d

]

求：

I = ​dy ​e dx +∫
1/4

1/2

∫
1/2

​y
​

x
y

​dy ​e dx∫
1/2

1

∫
y

​y
​

x
y

求 :

I = ​∣y −∬
D

x ∣dσ2

D = {(x, y)∣ − 1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}

求 :

​ ​e dx dy
R→∞
lim ∬

[0,R]×[0,R]

−(x +y )2 2



附：部分历年卷中找到的相关题目，可以做做看

设函数f在区域x +2 y ≤2 1上连续可微，且f(x, y) = 0(x +2 y =2 1),记D ​是区域ε ≤ε x +2 y ≤2 1，求

​ ​ ​dxdy
ε→0+
lim ∬

D ​ε x + y2 2

xf ​ x, y + yf ​ x, y1
′ ( ) 2

′ ( )


