
函数的连续性：第⼀次⼩测复习

by 混合 2206 谢集

1 函数极限

1.1 函数极限的定义
函数极限的定义会⽐数列极限的定义更加复杂⼀些，因为它的定义域（可能）是 ，所以会出现这些情
况：

这⾥写出  的定义，⼤家可以⾃⼰补上其他的定义。

定义：设函数  在点  的某个去⼼邻域内有定义，如果对于任意给定的 ，总存在⼀个

，使得当  时，  满⾜ ，那么就称函数  在  处的
极限为 ，记作 。

特别地，还有左极限和右极限的定义：

定义：设函数  在点  的左邻域内有定义，如果对于任意给定的 ，总存在⼀个 
，使得当  时，  满⾜ ，那么就称函数  在  处的左
极限为 ，记作 。

注意第四个极限的定义，这是⼀个常⻅的坑点，我们得同时考虑  趋向正⽆穷和负⽆穷的情况。

1.2 函数极限定义的相关证明
这⼀块不是重点，随便看看课本上的例题就可以，我只放⼀个简单的题⽬。

例题 1.1： 证明： 。

Hint.
三⻆函数证明最重要的⼀个⼩技巧是什么？
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证明：先按照定义写出来，我们现在要证明对于 ，使得当  时，
。现在的问题是，我们⽆法将  和  直接联系起来。

怎么办呢？有⼀个东⻄叫做和差化积：

根据  就得到了：

这个结论很经典，在后⾯拉格朗⽇中值定理的应⽤中可能还会再⻅⼀次。那么我们只要取 ，就证

完了。

1.3 函数极限的性质
和数列极限类似的：唯⼀性、局部有界性、局部保号性、保不等式性、夹逼性（迫敛性）、四则运算法

则、单调有界定理、柯⻄收敛准则，这⾥就不再赘述。

Heine 定理：设函数  在点  的某个去⼼邻域内有定义，那么  的充分必要

条件是：对于任意收敛于  的数列 ， ，有 。

定理的证明是⼀个经典的套路：

简单的是左推右，我们可以直接⽤定义来证明。对于每⼀个收敛于  的数列 ，我们需要证明对

于 ，都存在⼀个  ，使得当  时， 。直接根据函数极限的定义，

对于这个 ，我们可以找到⼀个 ，使得当  时， 。

因为  收敛于 ，所以本身就存在⼀个「 」，使得当  时， ，这个「

」就是我们最开始  处需要的。

右推左证明就有点难以下⼿了，为什么？「任意」太奇怪了，我们不可能枚举所有的数列啊。这时候就

需要⽤到反证法。

假设所有满⾜收敛于  的数列 ， ，都有 ，却出现「

」的情况！我们尝试推出⽭盾。

展开定义， ，那么存在⼀个 ，使得对于任意 ，都存在⼀个  满⾜ 

 ， 但 。我们可以找到⼀个数列 ，使得 ，且

，这样就产⽣了⽭盾。
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怎么理解 ？

 可以是⽆穷吗？
 可以是⽆穷吗？

可以改成左右极限的形式吗？

如果 ，那么对于可去间断点的情况，就不成⽴了。

后⾯三个问题，当然都是可以的。

推论：设函数  在点  的某个去⼼邻域内有定义，那么  存在的充分必要条件是：

对于任意收敛于  的数列 ， ，有  收敛。

Hint.
这样的推论有什么⽤？

当然是证明极限不存在的时候啦。

例题 1.2： 证明：  不存在。

取⼀个⼦列， ，那么 ，但是  是正负交替的，所以极限不存在。

例题 1.3: 设  在  上严格单调有界，  为实数列，则下列陈述中错误的是：
A.若  发散，则  必发散
B.若  单调，则  必收敛
C.若  发散，则  必发散
D.若  单调，则  必收敛。

Hint.
如果你没想到反例，可以思考⼀下⾃⼰漏掉了什么经典模型。

AD 显然是错的。B 显然是对的，单调有界定理。

C 也是错的。为什么呢？考虑有跳跃间断点的函数，只要  落在跳跃间断点两边反复横跳，就可以
让  发散，但  仍然收敛。

1.4 重要极限
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1.5 ⽆穷⼩量、⽆穷⼤量
请写出有界量、⽆穷⼩量和⽆穷⼤量的定义：

定义：设函数  在点  的某个去⼼邻域内有定义：

如果 ，那么就称  是  时的⽆穷⼩量。

如果 ，那么就称  是  时的（正/负）⽆穷⼤量。

如果存在 ，使得在  的某个去⼼邻域内， ，那么就称  是  时
的有界量。

定义：若  为  时的⽆穷⼩量：

，则称  是关于  的⾼阶⽆穷⼩量，记作 。

，则称  是关于  的同阶⽆穷⼩量。

，则称  是关于  的低阶⽆穷⼩量。

特别地， ，则称  是关于  的等价⽆穷⼩量，记作 。

举个例⼦：

最后⼀个需要 Taylor 展开，但不排除⽼师会考这个，因为⽐较常⻅⽽且可以⽤半⻆公式推导。

变式： 。

定理：若 ，则：

若 ，则 ；

若 ，则 。

⽆穷⼩量的加减法有不确定性，⽐如课本经典的例题：
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思考⼀下，如何避免这种情况发⽣呢？

只要我们在加减法中⽼⽼实实把⽆穷⼩量写出来：

这是⽆法确定的数，所以⽭盾也就不存在了。

正常的解法应该是⽤ Taylor 展开，我们后⾯会学，现在⼤家可以随便看看：

例题 1.4：设  时，  是⽆穷⼩量，  ⽆穷⼤量，  是有界量，下列说法正确的
是：

A.  时，  是⽆穷⼤量；
B.  时，  是⽆穷⼩量；
C.  时，  是⽆穷⼩量；
D.  时，  是⽆穷⼤量。

A 是对的。B 肯定不对，只要  是⾮零有界量，  就不是⽆穷⼩量。

C 是对的，D 也不对，如果 ，那么  就是⽆穷⼩量。

例题 1.5：设 ，当  时，下列陈述正确的是：

A.  与  为同阶⾮等价⽆穷⼩量；
B.  与  为等价⽆穷⼩量；
C.  是⽐  更⾼阶的⽆穷⼩量；
D.  是⽐  更低阶的⽆穷⼩量。

直接上定义对⽐：
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现在有个问题，我们没法⽤已知的等价⽆穷⼩量来解决这个问题——因为不是我们学过的  ！
但不要忘了⾼中的技巧——换元。

设 ，那么 ，所以：

答案是 B。

例题 1.6：设  在  处连续，且 ，求 。

看起来这么复杂，但是我们可以把给出来的条件凑出来：

再利⽤等价⽆穷⼩量：

例题 1.7：判断下列说法的正确性：

；

；

；

按照定义前两个都是对的，但是第三个不对，因为  可能是 ，也可能是 ，有可能⽐

 更⾼阶。

 的意思是⽐  更⾼阶的⽆穷⼩量，所以  也是 ，  不⼀定⽐  更⾼阶，
也不⼀定是 。

2 函数连续性

2.1 函数连续性的定义
定义：设函数  在点  的某个邻域内有定义，如果 ，那么就称函数
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同样的，也有左连续和右连续的定义，请⾃⾏补全。

间断点：若函数  在点  处不连续，那么称  为  的间断点/不连续点。
可去间断点：  存在，但  ⽆定义，或者 。

跳跃间断点： 。

第⼀类间断点：可去间断点和跳跃间断点的统称。

第⼆类间断点：⾄少有⼀侧的极限不存在。

定义：若函数  在区间  上连续，则称  是在  上的连续函数。

定义：狄利克雷函数 。

这是⼀个极限处处不存在的函数，所以每⼀个点都是第⼆类间断点。

定义：黎曼函数 。

这是⼀个极限处处存在的函数，每⼀点的极限都是 ，所以每⼀个有理点都是可去间断点，每⼀个⽆理
点都是连续点。

例题 2.1：考察函数  的连续性，其中  是狄利克雷函数。

尽管有理数和⽆理数都是稠密的，但是在  的时候，  都会被「压」到 。证明也是简
单的，这⾥不再赘述（因为就等价于证明 ）。

所以  在  处存在极限，且极限为 ，所以  在  处连续，在其他点
是第⼆类间断点。

「存在⼀个函数，只在  处连续，其余地⽅不连续」的构造就是这样。

例题 2.2：证明或证伪：设函数  满⾜ ，且  在  和  处连
续，则  为常值函数。

⼿玩⼀下发现好像是对的，但是怎么证明呢？

先证明：对于任意 ， 。

构造数列 ，那么 ，所以两边同时取极限必定有：
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Heine 定理，由于  收敛于 ，且函数极限存在（因为连续），所以  也收敛于 ，

再根据函数连续的性质：

证明完毕！

 的证明就简单了，因为其邻域⾥所有的数都是 ，⽽且  在  处连续，所以 
。

2.2 函数连续性的性质
同样地，连续函数也满⾜四则运算、局部保号、有界等性质。还有⼀个很重要的性质就是连续函数的复

合性质：

定理：若函数  在点  处连续，函数  在点  处连续，则复合函数 
在点  处连续。

有了这些定理（这⾥省略反函数的连续性定理），我们就可以证明初等函数（由常数函数、幂函数、指

数函数、对数函数、三⻆函数、反三⻆函数经过有限次四则运算及复合运算所产⽣的函数）的连续性

了。

定理：⼀切初等函数在其定义区间上连续。

这样在后续的极限计算中，我们就可以很放⼼地直接把⼀些  给去掉了。

2.3 闭区间上连续函数
这⼀块对证明的要求会⾼⼀些，如果只是准备⼩测，可以先不看证明。

这些定理的可以⽤这样⼀个顺畅的逻辑去记忆：

定理：若函数  在闭区间  上连续，那么  在  上有界。

先证明有界，然后再证明最值可以取到。

定理：若函数  在闭区间  上连续，那么  在  上可以取到最⼤值和最⼩值，即
存在 ，使得 ， 。

接下来是更强的结论，每个中间值都能取到：

定理：若函数  在闭区间  上连续，最⼤值和最⼩值分别为  和 ，那么对于任意

，都 ，使得 。

{x  }n 0 f(x  )n f(x)
x→0+
lim

= f(0)

x = 1 f(0) f x = 1 f(1) =
f(0)

f(x) x  0 g(y) y  =0 f(x  )0 g(f(x))
x  0

lim

f(x) [a, b] f(x) [a, b]

f(x) [a, b] f(x) [a, b]
c, d ∈ [a, b] f(c) ≥ f(x), ∀x ∈ [a, b] f(d) ≤ f(x), ∀x ∈ [a, b]

f(x) [a, b] M m

y ∈ [m,M ] ∃c ∈ [a, b] f(c) = y



常⻅的推论就是零点定理：

定理：若函数  在闭区间  上连续，且 ，那么 ，使得

。

例题 2.3：证明或证伪：如果  是连续函数  在  内唯⼀极值点，则其是  在  上的最
值点。

⼿玩⼀下发现这是对的。分类讨论就可以证明了。

不妨设  是极⼤值，假设  为  的最⼤值点且 ，不妨设 
。

那么根据极⼤值的定义，⾸先肯定存在⼀个 。所以  之间必定
存在⼀个最⼩值点。那这个最⼩值点必定也是极⼩值点（都⼀个这么⼤的区间最⼩了，更别说邻域

了），所以⽭盾。

例题 2.4：证明或证伪：如果函数  在  上连续且有界，则  和  都存

在。

连续有界，极限⼀定存在吗？不，考虑震荡函数，⽐如 。

Hint.
积累这个重要模型，后⾯学到导数后还能派上⽤场。

闭区间连续函数还有⼀个很强的结论，在此之前我们先介绍⼀个概念：

2.4 ⼀致连续性【⼩测不考】
⼀致连续是⼀个⽐连续性更强的性质，它的定义是这样的：

定义：若函数  在区间  上连续，对于任意 ，都存在⼀个 ，使得 ，

只要 ，就有 ，那么就称函数  在  上⼀致连续。

Hint.
理解⼀致连续的关键就是，他⽐连续性强在哪⾥？

强在：  不依赖于 ，对于任意的 ，总存在⼀个 ，对于定义域都成⽴。

直接放出这个最强的结论：

cantor 定理：若函数  在闭区间  上连续，那么  在  上⼀致连续。

f(x) [a, b] f(a)f(b) < 0 ∃c ∈ (a, b)
f(c) = 0

x  0 f (a, b) f [a, b]

f(x  )0 f(x  ) =1  x  0 f f(x  ) >1 f(x  )0 a ≤ x  <1

x  0

x  ∈2 (a,x  ), f(x  ) <0 2 f(x  )0 (x  ,x  )1 0

f (a, b)  f(x)
x→a+
lim  f(x)

x→b−
lim

f(x) = sin   x ∈
x

1
(0, 1)

f(x) I ε > 0 δ > 0 ∀x  ,x  ∈1 2 I

∣x  −1 x  ∣ <2 δ ∣f(x  ) −1 f(x  )∣ <2 ε f(x) I

δ x  ,x  1 2 ε > 0 δ > 0

f(x) [a, b] f(x) [a, b]



⼀致连续的性质⾮常重要，他为很多闭区间上函数性质的证明提供了⽐连续性更强的条件。在后续黎曼

可积的证明以及数分 2 的学习中，你会再次感受到这点。

和连续性⼀样，如何判断⼀函数在某个区间上不⼀致连续呢？和函数连续的判断⼀样，这⾥给出⼀个定

理：

定理：函数  在区间  上⼀致连续的充分必要条件是： ，只要 

，就有 。

定理：函数  在有限区间  上⼀致连续的充分必要条件是： ，若  是柯⻄
列，则  也是柯⻄列。

例题 2.5：删除掉有限这个条件，这个定理还成⽴吗？

函数  在 ，右推左就不成⽴了。

定理：若函数  在开区间  上连续，那么  在  上⼀致连续的充分必要条件是：
 都存在。

例题 2.6：判断下列函数在给定区间上是否⼀致连续：

 在  上；
 在  上；

 在  上；
 在  上。

 在  上。
 在  上。

第⼀个不⼀致连续，构造⼦列 ， ，那么 ，但是

。

第⼆个是⼀致连续的。证明考虑：

这种例⼦有很多，⼤家可以把课本习题中判断的例⼦都刷⼀遍。

第三个是⼀致连续的，和第⼀个例题⼀样的证明⽅法。

f(x) I ∀{x  }, {y  } ⊂n n I  (x  −
n→∞
lim n

y  ) =n 0  (f(x  ) −
n→∞
lim n f(y  )) =n 0

f(x) I ∀{x  } ⊂n I {x  }n
{f(x  )}n

f(x) = x2 x ∈ [0, +∞)

f(x) (a, b) f(x) (a, b)
 f(x)、  f(x)

x→a+
lim

x→b−
lim

f(x) = x2 [0, +∞)
f(x) =  x [0, +∞)
f(x) = sinx (−∞, +∞)
f(x) = sinx2 (−∞, +∞)
f(x) = sin  

x
1 (0, 1)

f(x) = x sin  

x
1 (0, 1)

x  =n n +  

n

1
y  =n n  (x  −

n→∞
lim n y  ) =n 0

 (f(x  ) −
n→∞
lim n f(y  )) =n 2

∣  −x  1  ∣ =x  2  <
 +  x  1 x  2

∣x  − x  ∣1 2
 =
 ∣x  − x  ∣1 2

∣x  − x  ∣1 2
 ∣x  − x  ∣1 2



第四个是不⼀致连续的，构造⼦列 ， ，那么 ，但

是 。

第五个是不⼀致连续的，可以⽤ cantor 定理推论，也可以构造⼦列 ， ，

那么 ，但是 。

第六个是⼀致连续的，⽤ cantor 定理推论。

例题 2.7：证明  在  上不⼀致连续。

取⼦列。

总结⼀下三⻆函数取⼦列的思路——让  ⾥⾯变成特殊值即可。

例题 2.8：证明  在  上不⼀致连续。

最简单的⽅法是⽤ cantor 定理的推论，显然  在  的右极限不存在，那么对于  就不⼀
致连续，更不⽤说  了。

取⼦列也能做：

取：

x  =n  2πn y  =n  2πn +  

2
π

 (x  −
n→∞
lim n y  ) =n 0

 (f(x  ) −
n→∞
lim n f(y  )) =n 1

x  =n  

2nπ
1

y  =n  

2nπ +  

2
π

1

 (x  −
n→∞
lim n y  ) =n 0  (f(x  ) −

n→∞
lim n f(y  )) =n 1

f(x) = x sinx(a >a 0) (0, +∞)

x  =n 2nπ + (  ) , y  =
n

1 a
n 2nπ

(2nπ +  ) sin  

na
1 a

na
1

=  (2nπ +
na
1

 )  

na
1 a

 

na
1

sin  

na
1

= (2π + )  

na+1

1 a

 

na
1

sin  

na
1

 (2π +
n→∞
lim  )  =

na+1

1 a

 

na
1

sin  

na
1

(2π)a

sin

f(x) = x sinx(a <a −1) (0, +∞)

f(x) x = 0 (0, 1)
(0, +∞)

f(x) = x  

a+1

x

sinx

x  =n n , y  = 

a+1
1

n (1 + n)  

a+1
1



由极限的保序性，

得证。

定理：若函数  在区间  满⾜ Lipschitz 条件，即 ，使得 ，都有

，那么  在  上⼀致连续。

Hint.
这是充分必要条件吗？

不是的，  在  上就不满⾜（导数是⽆穷呀）。

例题 2.9：若  在  上连续，  存在，则  在  上⼀致连续。

课本经典的分类讨论习题，由于⼤家都做过，这⾥不再赘述（x）。

3 杂题选讲
由于周六的时候潘学⻓已经讲过数列了，所以我这边只放⼀部分题⽬作为参考。

例题 3.1：下列说法正确的是：
A. 若数列  收敛，  发散，则  必发散。
B. 若数列  收敛，  发散，则  必发散。
C. 若正项数列  均发散，则  必发散。
D. 若数列  满⾜ ，则数列  必收敛。

A 肯定是对的，B 的话考虑  就否定了。C 的话考虑 ，

。

f(y  ) −n f(x  ) =n (1 + n)  −
y  n

sin y  n
n  

x  n

sinx  n

x  >n y  ,  >n
y  n

sin y  n
 

x  n

sinx  n

f(y  ) −n f(x  ) ≥n (1 + n)  −
x  n

sinx  n
n  =

x  n

sinx  n
 

x  n

sinx  n

 [f(y  ) −
n→∞
lim n f(x  )] ≥n 1

f(x) I ∃L > 0 ∀x  ,x  ∈1 2 I

∣f(x  ) −1 f(x  )∣ ≤2 L∣x  −1 x  ∣2 f(x) I

f(x) =  x (0, +∞)

f(x) [A, +∞)  f(x)
x→+∞
lim f(x) [A, +∞)

{a  }n {b  }n {a  +n b  }n
{a  }n {b  }n {a  b  }n n

{a  }, {b  }n n {a  b  }n n

{a  }n  ∣a  −
x→+∞
lim n+1 a  ∣ =n 0 {a  }n

a  =n 0 a  =n   {1,
2,

n odd
n even

b  =n

  {2,
1,

n odd
n even



D 的话，你发现这好像⽐ Cauchy 收敛更弱，那么就可以考虑⼀个  但是  不存

在的例⼦。

正巧，这个例⼦就是 。所以取 ，那么 ，但是  发散。

同理，也可以取 。

例题 3.2：下列说法正确的是：
A. 若数列  ⽆界，则⼀定存在⼀个它的单调⼦列 ，使得 。

B. 若数列  和  均收敛，则  也收敛。
C. 若数列  和 、  均收敛，则  也收敛。
D. 若数列  每⼀个⼦列都收敛，则  也收敛。

A ⼿玩不出反例，考虑直接证明他。

因为  ⽆界，所以我们可以找到⼀个 ，使得 ，然后我们找到⼀个 ，使得

，以此类推，我们可以得到⼀个极限为  的⼦列。

回忆 Bolzano-Weierstrass 定理：有界数列必有收敛⼦列。其实有更强的结论就是：每个数列必有单调
⼦列。那么取这个单调的⼦列，就可以证明 A。

证明数列必有单调⼦列的⽅法是什么？

假设当前我处在 ，如果后⾯有⼀个  ⽐  ⼤，那么我就⾛到 。

 如果可以⼀直⾛下去，那么我就找到了⼀个单调递增的⼦列。
 如果在⼀个地⽅「停下来了」，也就是后⾯的所有数都⽐  ⼩。我们不妨设这种点叫做「停⽌

点」，是不可以⾛的。

 如果「停⽌点」有⽆穷多个，那么我们就找到了⼀个单调递减的⼦列。
 否则我们只要跳过这有限个「停⽌点」，开始按照  的⽅法⾛，就可以找到⼀个单调递增的

⼦列。

B 肯定是错的，可以奇偶性分开构造。D 肯定是对的，我们看 C。

 这个下标⼜很好地规避了奇偶错位的情况，所以很可能是对的！我们来证明它。

⾸先我们证明，如果 B 选项两个奇偶⼦列极限相同，⽐如 ，那么  也收敛于 。证明也是简单
的，对于任意的 ，我们可以找到⼀个 ，使得 ，找到⼀个

，使得 ，那么取 ，就得证了。

 a  =
n→∞
lim n 0   a  

n→∞
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∑
n
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然后我们证明，如果两个奇偶⼦列不收敛于⼀个数，  不可能收敛。证明也是简单的，因为 
下标也⼀奇⼀偶，可以找到  这样收敛于  的⼦列，也可以找到

 这样收敛于  的⼦列，这两个极限不相同，所以⼀个收敛数列存在两个不

同极限的⼦列，⽭盾！

例题 3.3：  是  个正数，求 。

这是⼀个经典模型，夹逼定理：

例题 3.4：

和

两个题⽬都可以⽤ Stolz 定理秒杀。虽然有些班可能没讲 Stolz，但这个定理真的特别好⽤：

定理（Stolz 定理）：设  是两个数列，若满⾜：

 型：  严格单调增加且趋于 ；

 型：  严格单调递减且趋于 ，  趋于 ;
则有：

第⼀题：

第⼆题：

不过两题都是有常规解法的。

{x  }3n {x  }3n

{x  ,x  ,x  , ...}3 9 15  x  

n→∞
lim 2n

{x  ,x  ,x  , ...}6 12 18  x  
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n→∞
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 0
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a  n
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第⼀题：

可以发现  增⻓太快了，我们⼤可以把⼀些不要的东⻄放缩掉，⽤夹逼定理：

但是这样做左边是 ，右边是 ，所以再扔掉⼀些：

这样夹逼就是：

第⼆题：

其实是⼀个经典裂项， ，所以：

例题 3.5：求

有⼩学奥数经验（当然后⾯学积分也就知道了）的同学知道这样⼀个结论：  是⼀
个  次的多项式，所以可以猜到答案是 。

但是怎么证明呢？夹逼定理就可以了。

例题 3.6：求 。

 ⾥⾯的东⻄肯定是越来越趋向  的，答案应该是 。怎么证明呢？所以我们考虑把它与  的差
构造出来：

令

n!

n! < 1! + 2! + ⋯ + n! < (n − 1)!(n − 1) + n!

1 2
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则原式绝对值

由夹逼定理得证。

4 习题

当  时，  与  为等价⽆穷⼩量，求  和  的值。

⽼⽼实实⽤定义做就可以了。

换个元：

求 

还是不要忘了和差化积。

=  sin(πn +
n→+∞
lim πy)
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lim ∣  ∣
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2
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当然这题可以⽤拉格朗⽇中值定理做，不过这是后话。

求 ，求  的值。

观察分⼦分⺟的阶数， 。

若 ，原式  发散。

若 ， .

设  在  上⼀致连续，  在  上连续， 。证

明：  也在  上⼀致连续。

直接上极限的定义。对⼀个需要证明的 ：

设  时  ，⽽且根据⼀致连续的定义, 

。所以  在  上⼀致连续。

再根据 cantor 定理，  在  上⼀致连续。现在我们只需要证明两个闭区间的⼀致连续函数的
并是⼀致连续函数！也就是

命题：  在  上是⼀致连续函数,在  上是⼀致连续函数，证明在  在 
上⼀致连续。

=  n ⋅
n→∞
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直接取⼀个 ，然后  说明⼀下，  说明⼀下，  ⽤绝对值不
等式说明⼀下即可。

设  是连续函数， ，并且 ，有 
。证明  在  上 严格单调递增，并由此进⼀步证明， ，有 。

（第⼀反应是可以取反函数，这个需要第⼀问的证明。我们先证第⼀问。）

考虑反证法。假设存在 ，⽽对于任意的 ，若

，⽭盾！

所以  。不过我们还是说明不了  ⽭盾。

但是 ，那么如果连续函数不单调，肯定会有相等吧！这就是我们的切⼊⼝。

，那么 ，根据中间值定理，  之间必有  使得
。和  式⽭盾！所以得证。

第⼆问就简单了。假设存在  那么根据单调性 ，直接⽭盾。

，也是同理的。

附：根据反函数存在性定理，严格单调说明  存在，这就引出了⼀个简单的命题：

命题：设  ， 。

ε x  <1 x  ≤2 B B < x  <1 x  2 x  ≤1 B < x  2

f : [0, 1] → [0, 1] f(0) = 0, f(1) = 1 ∀x ∈ [0, 1] f(f(x)) = x

f [0, 1] ∀x ∈ [0, 1] f(x) = x

a < b, f(a) ≥ f(b) x  <1 x  (x  ,x  ∈2 1 2 [0, 1])
f(x  ) =1 f(x  ), f(f(x  )) =2 1 f(f(x  )) ⇒2 x  =1 x  2

x  =1  x  ⇒2 f(x  ) =1  f(x  )2 (∗) >

f(0) = 0 < 1 = f(1)

∵ f(a) ≥ f(b) f(0) = 0 ≤ f(b) ≤ f(a) [0, a] ξ

f(ξ) = f(b) ∗

f(x) > x, x = f(f(x)) > f(x) f(x) <
x

f−1

f(x) : [a, b] → [a, b] f(x) = f (x) ⇒−1 f(x) = x


