
数学分析

1 微分与导数

1.1 微分的定义
定义差分

对于某一点 ，若存在一个只与 有关而与 无关的数 ，使得 时有：

则称函数 在 处可微，此时 被称为线性主部。所以当 足够小的时候，干脆就用线性主部来代替因变量的差分 ，那么我们把
叫做自变量的微分，记作 ，把 叫做因变量的微分，记作 ，即：

很显然可微的函数一定连续，但连续的函数不一定可微。

例1.1-1：求 的微分

从这里我们知道连续的函数不一定可微。

1.2 导数的定义
若函数 在 处可微，则 是 时 (微商)的极限，记作 ，即：

这时候称 在 处可导， 为 在 处的导数。
所有可导点的集合是它定义域的子集， 可以看作定义在这个子集上的一个新的函数，称为导函数，一般简称导数，这里的 与上文的
其实是一样的，所以微分关系式可以改写为：

例1.2-1：假设 在 处可导，求：

1. 

2. 

例1.2-2：设 ， 存在，求

由上述推理我们知道，一元函数在某一点可微和可导是等价的。所以连续不一定可导。

1.3 单侧导数
由于

根据极限的定义，我们可以知道导数存在需要它的左极限：

和右极限：
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都存在且相等。我们把上面两个极限分别叫做 在 处的左导数和右导数。

例1.2-2：设 可导， ，要使 在 处可导，要满足什么条件。

注：

1. 不能用极限推导数

例1.2-3：构造函数 使得 ，但 在 处:
(a)不可导
(b)不连续

2. 是否可以以任何方式趋于

例1.2-4：构造函数 使得对于一个在 处连续的 ，有 ，但 在 处不一定可导

3. 导数的计算不能直接套公式

例1.2-5：设 ，确定 的范围，使得 在 处连续，可导，导函数连续

4. 左导数 导数的左极限，右导数 导数的右极限

1.3 导数的计算和链式法则

1.3.1 基本导数

1.3.2 导数的四则运算

设函数 和 在 处可导，则：

1. 
2. 
3. 

4. 

1.3.3 链式法则

设函数 在 处可导，函数 在 处可导，则：

可以记作：
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如何证明？

上述链式法则可以进行推广：

幂指函数求导：

一阶微分的形式不变性：

1.4 反函数求导
反函数求导定理：
设函数 在区间 上单调，且其反函数 存在，且在区间 上单调，则：

或者记作：

1.5 隐函数求导
设函数 在点 的某一邻域内具有连续偏导数，且 ，则它唯一确定了一个关系 ，有些时候我们可以实现隐函数的
显化，但如果不能实现，则对方程两边求微分即可。

例1.5-1：求曲线 在点 处的切线方程

参数方程求导：

设函数 由参数方程 确定，则：

例1.5-2：证明曲线 , 在交点处的切线互相垂直

1.6 高阶导数与高阶微分
大家肯定早就会了。

莱布尼兹公式：设 ， 都是 阶可导函数，则：

复合函数高阶导数？参数方程高阶导数？隐函数高阶导数？

例1.6-1：求 在 处的 阶导数( )。

例1.6-2：求 在 处的 阶导数
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2 微分中值定理及其应用

2.1 函数极值与费马引理
函数极值的定义：若 在 上有定义，对 ，存在一个邻域 使得 是这个邻域里最大的，则称 是一个极
大值， 是一个极大值点，极小值的定义类似。

对极值的定义是没有涉及导数的。

费马引理：设函数 在 处可导，且 是函数的一个极值，则 。

证明？

2.2 罗尔定理
若 在 上连续，在 上可导，且 ，则存在 使得 。

例2.2-1：设函数 在 上连续，在 上可导，且 ， ，求证必存在 使得 。

例2.2-2：设 在 连续，在 可导，且对于 内的一切 均有 ，求证若 在 内有至少
两个零点，则介于任意两个零点之间必存在 的一个零点。

2.3 拉格朗日中值定理
若 在 上连续，在 上可导，则存在 使得：

例2.3-1：设 在 上可微， ， ，三个正数 ， 的和为 ，证明存在互异的 ， 使得
。

例2.3-2：设 在 上连续，在 上可导，且 ， ，证明存在互异的 使得 。

例2.3-3：设 在 上连续，在 上可导，且 ， ， 证明存在互异的 使得：
(1) 

(2) 

例2.3-4：设 在 上二阶可导且有界，证明存在 使得

2.4 柯西中值定理
若 ， 在 上连续，在 上可导，且 ，则存在 使得：

例2.4-1：设 在 上连续，在 上可导，且 ，证明存在 使得 。

2.5 琴生不等式
若 是区间 上的严格下凸函数，则对任意 和满足 的 ，成立：
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