
⼀、正项级数  

1.1 收敛/发散  

收敛：部分和数列  收敛于有限数  （  ）

正项级数收敛的充分必要条件是部分和数列有上界。

1.2 ⽐较判别法  

（⽐较判别法） 设   与  是两个正项级数，若存在常数 ，使得 

，则：当  收敛时，  收敛；当  发散时，  发散。

等价于 

Tips：常⽤于⽐较的级数有： 。

例题：判断或讨论下列级数的敛散性：

1. 

2. 

3. 的⼗进制表⽰中不含

解：1.

 

因此  时级数收敛，  时级数发散。

2. 。因为 ，所以 ，即 。所以 
。故发散。

3.

 

不含 不含 ，且位数为

所以级数收敛。
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1.3 Cauchy 判别法/d'Alembert判别法  

（Cauchy 判别法）设  是正项级数， ，则：当  时级数收敛；当  时级数发散；当 

 时判别法失效（Note：⽆法⽤⼏何级数来放缩p级数）。

典题：

 

所以级数收敛。

（d'Alembert 判别法）设  是正项级数，则：当 ，级数收敛；当 

 时，级数发散；否则，判别法失效。

典题：

 

所以级数收敛。

（⾼斯⽐值判别法）（Note：等价于 Raabe 判别法）设  是正项级数，且 

，则：当  时，级数收敛；当 

 时级数发散。

典题：

 

所以级数收敛。

1.4 积分判别法  

（积分判别法）对于  上可积恒正单调递减函数 ，反常积分  与正项级数  同时收

敛或同时发散于 。
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例题：讨论级数  的敛散性。其中 。

解：

当  时，因为 ，所以原级数发散；

当  时，因为 ，所以原级数收敛；

因为  恒正且单调递减，所以  与  敛散性相同。当  
时，注意到

 

所以问题转化为判断  的敛散性。类似上⾯的讨论，

当  时，原级数发散；

当  时，原级数收敛；

当  时，再利⽤⼀次换元则问题转化为判断  的敛散性。因此

当  时，原级数发散；

当  时，原级数收敛。

例题：设正项级数  收敛， ，证明：  时，  收敛。

证明：

令 ， ；

所以 。所以级数收敛。

⼆、任意项级数  

2.1 收敛/绝对收敛/条件收敛  

（级数的 Cauchy 收敛原理） 对任意给定的 ，存在正整数 ，使得 ，对⼀

切  与⼀切正整数  成⽴。

（条件收敛和绝对收敛） 绝对收敛：  收敛；条件收敛：  收敛但  不收敛。若  绝对收

敛，则 ， 都收敛；若  条件收敛，则 ， 都发散。
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例题：设  收敛，则  是否⼀定收敛？

解：均不⼀定。

设 ，则  收敛。但 ，故  不收敛。

设

 

则 ，⽽ 。

。

2.2 判别⽅法  

（Leibniz 判别法）交错级数  满⾜  单调减少且收敛于 ，则称这样的级数称

为Leibniz级数，其必定收敛。

典题： 。

因为  单调递减收敛于 ，所以根据 Leibniz 判别法，  收敛。

且当  时级数绝对收敛，  时级数条件收敛。

（Tips：在使⽤ Leibniz 判别法时，⼀定要注意级数必须是交错的。例如  不可使⽤因为  正负性未
知。）

例题：判断下列级数的敛散性：

1. 

2. 

3. 

解：1.

 

因为前者收敛⽽后者发散，所以原级数发散。

2.
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由 Leibniz 判别法，级数收敛。⼜因为

 

且 ，所以级数条件收敛。

3.

 

对任意 ，因为 ，所以  是⼀个递减序列。由 Leibniz 
判别法，级数收敛。

⼜因为 ，所以级数条件收敛。

若下列两个条件之⼀满⾜，则级数  收敛：

（Abel 判别法）  单调有界，  收敛。

（Dirichlet 判别法）  单调趋于 ，  有界。

常⽤的⼆级结论：

 部分和有界；

 在  时条件收敛，在  时绝对收敛。

例题：讨论级数  的敛散性。

例题 ：判断级数  的敛散性。

解：1.
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因此级数条件收敛；

2.

 

前后两个级数均条件收敛。因此原级数条件收敛。

三、函数列、函数项级数  

3.1 函数列的点态收敛/⼀致收敛/内闭⼀致收敛  

点态收敛

若 ，则称  在  上点态收敛于 。

若 ，则称  在  上点态收敛于 。

称  为收敛域，  为收敛点。

⼀致收敛

若对任意 ，存在 ，使得对任意 ，都有 ，则称  ⼀致收
敛于 。

若对任意 ，存在 ，使得对任意 ，都有 ，则称  ⼀致

收敛于 。

内闭⼀致收敛

若对任意闭区间 ，  均在  上⼀致收敛于 ，则称  内闭⼀致收敛于 。

若对任意闭区间 ，  均在  上⼀致收敛于 ，则称  内闭⼀致收敛于 。

内闭⼀致收敛是弱于⼀致收敛的：函数列  在  上不⼀致收敛，但在  上内闭⼀致收敛。

判定函数列⾮⼀致收敛常⽤的等价条件

若存在点列  满⾜ ，

或更⼀般地，存在整数列  和点列  满⾜

 

则  不⼀致收敛于 。
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例如：  不⼀致收敛，因为  点态收敛于  但存在点列  满⾜ 
。

判定函数项级数⾮⼀致收敛常⽤的等价条件

若存在点列  满⾜ ，

或更⼀般地，存在整数列  和点列  满⾜

 

则  不⼀致收敛于 。

例如：  不⼀致收敛，因为存在点列  满⾜

 

所以  不⼀致收敛。

注意，在判定函数项级数的（⼀致）收敛性时，我们⼀般不能（也不需要）求出和函数的具体表达。

例题：讨论函数项级数在给定区间上的收敛性： 。

解：对任意 ，因为

 

所以函数列内闭⼀致收敛。

另⼀⽅⾯，令 ， ，则

 

即 。所以函数列不⼀致收敛。
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3.2 ⼀致收敛的判别⽅法  

（Cauchy 收敛准则）若对任意 ，存在 ，使得对任意 ，都有 
，则称  ⼀致收敛于 。

（优级数判别法）若  满⾜ ，且  收敛，则  ⼀致收敛。

设函数项级数 （ ）满⾜如下两个条件之⼀，则  在  上⼀致收敛。

（Abel 判别法）函数序列  对每⼀固定的  关于  是单调的，且  在  上⼀致有界：

；同时，函数项级数  在  上⼀致收敛。

（Dirichlet判别法）函数序列  对每⼀固定的  关于  是单调的，且  在  上⼀致收敛于 ；同

时，函数项级数  的部分和序列在  上⼀致有界： 。

 

（Dini 定理）设函数序列  在闭区间  上点态收敛于 ，如果：

 在  上连续；

 在  上连续；

 关于  单调，即对任意固定的 ，  是单调数列；

则  在  上⼀致收敛于 。

典题：讨论函数项级数在给定区间上的收敛性： 。

解：对任意 ，因为  部分和有界，且  单调趋于 ，所以根据 Dirichlet 判别法可知，级数在  
上收敛。

当  时，因为  在  上⼀致有界，  收敛，所以根据 Abel 判别法，  在  
上⼀致收敛。

当  时，考虑 ，因为

 

当  时， ；当  时， 。
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所以 。所以  不⼀致收敛。

对任意 ，因为 ，所以  在  上⼀致有
界。⼜因为  单调递减且收敛于 ，所以根据 Dirichlet 判别法，  在  上⼀致收敛。即在  上内
闭⼀致收敛。

例题：已知  在  上连续，证明函数列   在  上内闭⼀致收敛。

证明：根据定积分的定义有 。

对任意闭区间 ，因为  在  上连续，所以  在  上⼀致连续。即对任意 ，存在  使
得 。

取  使得 ，则对任意 ，有

 

其中 （积分中值定理）。

因为对每个  均有 ，所以 。所以 
。所以  在  上⼀致收敛，即在  上内闭⼀致收敛。

例题（23 期末）：已知  在  上有连续的导函数，函数列  满⾜ ，证明 
 在  上内闭⼀致收敛。

证明：因为

 

所以  点态收敛于 。

对任意闭区间 ，因为  在  上连续，所以  在  上⼀致连续。即对任意 ，存在 
 使得 。

取  使得 ，则对任意 ，有
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其中 （泰勒展开的拉格朗⽇余项）。

因为 ，所以 。所以 。所以  在  上⼀致收敛，
即在  上内闭⼀致收敛。

3.3 ⼀致收敛函数项级数的逐项可微和逐项可积  

（函数列极限的连续性）函数序列  的每⼀项  在  上连续，且在  上⼀致收敛于 ，则 
 在  上也连续。

（函数列极限的可微性）设函数项级数  满⾜：（1）   在  上有连续的导函数；

（2）  在  上点态收敛于 ；（3）  在  上⼀致收敛于 。则  

在  上可导，且 。（求导和求和次序可交换）

（函数列极限的可积性）设对每个 ，  在  上连续，且  在  上⼀致收敛于 ，则  

在  上可积，且 。(积分和求和次序可交换)

例题：证明  上⽆穷次可微。 在

证明： ，因为对任意 ，对任意 ，

 

所以对任意 ，  在  上内闭⼀致收敛。所以  在  上⽆穷次可微。

四、幂级数  

4.1 ⻨克劳林级数  
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（幂级数）

（ ⻨克劳林级数）

（幂级数的收敛域和收敛半径）幂级数在以  为中⼼的开区间上  上绝对收敛，在开区间外发散。
在区间端点处的收敛性没有普遍规律，需要具体分析。  称为幂级数的收敛半径，其满⾜

 

特别地， 。

 的收敛半径是 ；  的收敛半径是 ；  的收敛半径是 ；  的收敛半径是 。

常⻅的幂级数：

 

 

（幂级数的逐项可微性）幂级数在它的收敛域内部可以逐项可导。

（幂级数的逐项可积性）幂级数在它的收敛域中的任意闭区间上可以逐项求积分。

在计算⼀般函数的幂级数时，我们⼀般希望通过⼀系列恒等变换或求导、积分将其转化为⼀些基本幂级数的和差。例如：
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例题：求下列函数的⻨克劳林级数： 。

解：令 ，则 。

因为 ，⽽由  的⻨克劳林级数得

 

因此由幂级数的逐项可积性有

 

即

 

4.2 利⽤幂级数展开做级数求和  
根据⼀些常⻅函数的幂级数展开，我们可以构造幂级数把级数求和转化为幂级数在对应点的点值。

典题：

例题：求下列级数的和：

1. 

2. 

3. 

解：1.构造级数 ，则 。因为
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故 。

2.因为

 

⽽

 

构造级数 ，则⽐较  与  的⻨克劳林级数可得 ，因此 
。

综上， 。

3.因为

 

则 。故 。

4.构造级数 ，则

 

因此

 

五、Fourier 级数  

5.1 Fourier 级数的定义  

（Fourier 级数）设  的周期为 ，则  的傅⾥叶级数为

 

其中
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特别地，只含有正弦项的级数称为正弦级数，只含有余弦项的级数称为余弦级数。

如果  本身并不是周期函数，那么它的傅⾥叶级数相当于取出积分区间的这⼀段并将其周期延拓到整个  上，且周期和积
分区间相同。  的正弦级数/余弦级数则相当于将其奇延拓/偶延拓到整个  上，如果原函数的积分区间是 ，则延拓后

的周期为 。

5.2 收敛性  

（Riemann 引理）    设  在  上可积，则

 

进⽽可得对任意傅⾥叶级数， 。

（Fourier 级数在间断点处的连续性）设  在  上可积且满⾜以下两个条件之⼀，则  的 Fourier 级数在 

 处收敛于 。

1. （Dirichlet-Jordan）  在  的某邻域  上分段单调有界

2. （Dini-Lipschitz）  在  的某邻域满⾜指数为  的 Holder 条件，即存在 
 使得

 

上⾯的条件难以直观感受。事实上，我们常⻅到的函数都是连续函数和仅有有限个第⼀类间断点的函数。它们⼀定满⾜上述

性质。

 

典题：已知

 

的傅⾥叶级数为 ，  是级数  的和函数，求  的值。

和函数的周期为  且为奇函数。所以

 

5.3 逐项可微和逐项可积  
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（Fourier 级数的逐项可积性）设  在  上可积，则

 

进⽽可得，  是 Fourier 级数的必要条件是  收敛（代⼊ ）。这可

以证明⼀些级数不可能成为某个可积函数的 Fourier 级数。

例如：  不是 Fourier 级数。

（Fourier 级数的逐项可微性）设  在  上连续且除有限个点外可导，则

 

5.4 其他性质  

（标准正交基的定义）设函数列  定义在  上，且满⾜如下单位正交性：

 

则称  是  上可积函数类的⼀组标准正交基。

例题：设  是  上可积函数类的⼀组标准正交基，  在  可积，且 ，求证：

。

证明：记 。

 

因为

 

⽽
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所以

 

对  取极限即得结论。

（三⻆函数的正交性）在  上，

 

是⼀组标准正交基。

（Fourier 级数的最佳平⽅逼近性质）设 ，则  在  上的最佳
平⽅逼近为

 

即对任意的 , ，且逼近的余项为 
。

注：最佳平⽅逼近性质对任意正交基都有效。即，将  换成其他正交基结论仍然成⽴。

（Parseval 恒等式）设  在  上可积或平⽅可积，则

 

例题：利⽤  的展开式求  和 。

解：考虑  在  上的展开式。因为  为偶函数，所以展开式是余弦级数。

 

因此 。

代⼊  可得 ，因此 。

再由 Parseval 恒等式得

 

因此 。
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例题：求函数  的傅⾥叶级数，进⽽证明：

 

 

 

因此

 

代⼊  得

 

化简可得待证结论。
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习题  

1. 判断下列正项级数的敛散性

2. 设  有界单调递增，则  是否⼀定收敛？

3. 设  和  收敛，证明级数  绝对收敛。

4. 判断或讨论下列变号级数的敛散性

5. 设  收敛，  绝对收敛，证明级数  收敛。

6. 设级数  的部分和序列  有界，级数  绝对收敛， ，证明级数  收敛。

7. 判断下列函数列在给定区间上是否⼀致收敛/内闭⼀致收敛。

8. 判断下列函数项级数在给定区间上是否⼀致收敛/内闭⼀致收敛。

9. 证明函数  在  上⽆穷次可微。

10. 设  在  上连续， ，证明函数列  在  上⼀致收敛于 。

11. 求下列级数的收敛域。

12. 求下列函数的⻨克劳林展开

13. 求下列级数的和

14. 求下列周期为  的函数的傅⾥叶级数
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15. 已知

 

记 ，求 。

16. （23 期末）  是  上以  为周期的连续函数。在  上有⼀个划分 ，

若在每⼀个闭区间  上  都是线性函数，则称  是分段线性函数。

证明：对任意 ，存在  上分段线性函数  使得 ；

 都是  的傅⾥叶系数，证明： 。

记 

证明：

证明：

证明：  在  上⼀致收敛于 。

对  ⽽⾔，证明存在  使得 
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习题答案  

Problem 1  
判断下列正项级数的敛散性

解：

（1）因为 ，所以

 

（2）

 

所以

 

（3）因为

 

所以

 

Problem 2  
设  有界单调递增，则  是否⼀定收敛？

解：⼀定收敛。因为

 

Problem 3  
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设  和  收敛，证明级数  绝对收敛。

证明：

 

Problem 4  
判断或讨论下列变号级数的敛散性

解：

（1）

 

当  时，因为

 

所以级数绝对收敛；

当  时，因为

 

所以级数条件收敛；

当  时，因为  发散，所以级数发散。

（2）

 

故级数条件收敛。

Problem 5  
设  收敛，  绝对收敛，证明级数  收敛。
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证明：设 ，因为  收敛，所以存在  使 ；因为  绝对收敛，所以存
在  使  且 。

由 Cauchy 收敛准则，对任意 ，存在  使得对任意  均有

 

所以

 

由  的任意性和 Cauchy 收敛准则知  收敛。

Problem 6  
设级数  的部分和序列  有界，级数  绝对收敛， ，证明级数  收敛。

证明：设 ，因为  部分和有界，所以存在  使 。

由 Cauchy 收敛准则，对任意 ，存在  使得对任意  均有

 

所以

 

由  的任意性和 Cauchy 收敛准则知  收敛。

Problem 7  
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判断下列函数列在给定区间上是否⼀致收敛/内闭⼀致收敛。

解：（1）对任意 ， 。

对任意 ，令 ，则

对任意 ， ；

对任意 ， 。

所以  ⼀致收敛于 。

（2）对任意 ， 。

令 ，则 。因此  不⼀致收敛。

对任意包含  的闭区间，  在该闭区间上都不⼀致收敛。因此  不内闭⼀致收敛。

Problem 8  
判断下列函数项级数在给定区间上是否⼀致收敛/内闭⼀致收敛。

解：（1）对任意 ， ，所以  收敛。

令 ，则 。

所以  不⼀致收敛。

对任意闭区间 ，因为 ，⽽ ，所以由优级数判别法  在 
 上⼀致收敛，故在  上内闭⼀致收敛。

（2）由均值不等式，

 

由优级数判别法，  在  上⼀致收敛。

（3）对任意 ， ，所以  收敛。

令 ，则

 

所以  不⼀致收敛。
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对任意闭区间 ， ，由优级数判别法  在  上⼀致收敛。故在  
上内闭⼀致收敛。

Problem 9  
证明函数  在  上⽆穷次可微。

证明：令 ，则

 

所以有

 

所以对任意 ，有

 

因为  收敛，所以由优级数判别法知  在  上内闭⼀致收敛。

所以  在  上⽆穷次可微。

Problem 10  
设  在  上连续， ，证明函数列  在  上⼀致收敛于 。

证明：对任意 ， 。

对任意 ，因为  在  上连续，所以存在  使得 。

因为  在  上连续，所以由极值定理  在  上存在最⼤值 。

取 ，则对任意 ，

对 ， ；

对 ， 。

所以  在  上⼀致收敛于 。

Problem 11  
求下列级数的收敛域。
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解：（1）

 

所以幂级数的收敛半径为 。⼜因为

 

所以端点处均不收敛。即收敛域为 。

（2）

 

所以幂级数的收敛半径为 ，收敛域为 。

（3）

 

所以幂级数的收敛半径为 。⼜因为

 

所以收敛域为 。

（4）

 

所以幂级数的收敛半径为 。⼜因为

 

所以幂级数  的收敛域为 。令  得 。

Problem 12  
求下列函数的⻨克劳林展开

（1）
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（2）

 

Problem 13  
求下列级数的和

解：（1）

 

（2）构造幂级数 ，则

 

所以 

Problem 14  
求下列周期为  的函数的傅⾥叶级数

解：（1）

 

所以 。

（2）
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所以 。

Problem 15  
已知

 

记 ，求 。

解：  是  的奇延拓的 2 倍。因此 。

Problem 16  
 是  上以  为周期的连续函数。在  上有⼀个划分 ，若在每⼀个闭区间 

 上  都是线性函数，则称  是分段线性函数。

证明：对任意 ，存在  上的分段线性函数  使得 ；

 都是  的傅⾥叶系数，证明： 。

记 

证明：

证明：

证明：  在  上⼀致收敛于 。

对  ⽽⾔，证明存在  使得 

证明：（1）对任意 ，存在  使得 ，若 ，则 。取 
，令 ，令

 

则  是线性函数且 。

（2）根据傅⾥叶系数的定义得

 

所以 。
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同理可证 。因此取  即可。

（3）  是连续函数  的傅⾥叶级数。由傅⾥叶级数的收敛条件， 。

因为 ，所以

 

所以对任意  均有 ，故  ⼀致收敛于 。

（4）由 (1) 知存在分段线性函数  满⾜ ；由（3）取  可知存在函数 
 满⾜ 。结合⼆者可得 。
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