
多元函数微分学

春夏学期辅学计划

May 7, 2025

1 Euclid空空空间间间上上上的的的基基基本本本定定定理理理

1.1 Rn 中中中的的的点点点集集集

定定定义义义1.1 (欧氏空间). 定义了内积的n维向量空间称为n维欧氏空间（记为Rn）；x ∈
Rn称为Rn中的点或向量。设x = (x1, . . . , xn)

⊤，y = (y1, . . . , yn)
⊤ ∈ Rn，内积定义

为：

〈x, y〉 = x⊤y =
n󰁛

i=1

xiyi

内积的性质：

(1) 正定性：〈x, x〉 ≥ 0，等号成立当且仅当x = 0；

(2) 对称性：〈x, y〉 = 〈y, x〉；

(3) 线性性：α〈x, y〉 = 〈αx, y〉 = 〈x,αy〉；

(4) 分配律：〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉。

定定定义义义1.2 (范数与距离). 向量x的欧几里得范数：

󰀂x󰀂 =
󰁳

〈x, x〉 =
󰀣

n󰁛

i=1

x2
i

󰀤1/2

两点x, y ∈ Rn之间的距离：

ρ(x, y) = 󰀂x− y󰀂 =

󰀣
n󰁛

i=1

(xi − yi)
2

󰀤1/2
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点集E ⊆ Rn的直径：
d(E) = sup

x,y∈E
ρ(x, y)

满足以下不等式：

|〈x, y〉| ≤ 󰀂x󰀂 · 󰀂y󰀂 (Cauchy-Schwarz)

󰀂x+ y󰀂 ≤ 󰀂x󰀂+ 󰀂y󰀂 (三角不等式)

定定定义义义1.3 (邻域). 点x0 ∈ Rn的δ邻域：

U(x0; δ) = {x | ρ(x, x0) < δ} (球形邻域)

或

{x | |xi − x0,i| < δ, i = 1, . . . , n} (方形邻域)

空心邻域记为U◦(x0; δ) = U(x0; δ) \ {x0}。

定定定理理理1.1. 设点x0 ∈ Rn与点集E ⊆ Rn：

• x0是E的内点⇐⇒ ∃δ > 0使U(x0; δ) ⊆ E；

• x0是E的外点⇐⇒ ∃δ > 0使U(x0; δ) ∩ E = ∅；

• x0是E的界点⇐⇒ ∀δ > 0，U(x0; δ)同时包含E与Ec的点。

记法：intE为内部，∂E为边界。

1.2 Rn 的的的完完完备备备性性性

定定定理理理1.2 (收敛准则). 点列{Pk} ⊆ Rn收敛当且仅当其为Cauchy列：

∀ε > 0, ∃K ∈ N+, ∀k > K, ∀q ∈ N+, ρ(Pk, Pk+q) < ε

定定定理理理1.3 (聚点定理). 有界无穷点集E ⊆ Rn必有聚点。

推推推论论论1.3.1 (致密性定理). 有界点列{xk}必有收敛子列{xkj}。

定定定理理理1.4 (有限覆盖定理). 设E ⊆ Rn为有界闭集，∆ = {∆α}为一族开集覆盖E，
则存在有限子覆盖：

∃∆1, . . . ,∆m ∈ ∆, E ⊆
m󰁞

i=1

∆i
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练练练习习习1.1. （p118课本习题4改编）设D为Rn上的非空子集，定义Rn上的函数d(x,D)
为

d(x,D) = inf
y∈D

󰀂x− y󰀂

称为x 到D 的距离。证明：

(1) 当且仅当x ∈ D 时，d(x,D) = 0；

(2) 若∅ ∕= D ⊂ F ⊂ Rn，则d(x, F ) ≤ d(y,D);

(3) D = F ⊂ Rn ⇔ d(x,D) = d(x, F )，∀x ∈ Rn
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2 多多多元元元函函函数数数的的的极极极限限限和和和连连连续续续

2.1 多多多元元元函函函数数数的的的极极极限限限

定定定义义义2.1. 设D ⊆ Rn，映射f : D → R称为n元函数，记为：

z = f(x) = f(x1, . . . , xn), x ∈ D

特别地，二元函数z = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊆ R2。

2.2 累累累次次次极极极限限限和和和重重重极极极限限限

定定定义义义2.2 (重极限). 设x0是D的聚点，若∃A ∈ R满足：

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ D ∩ U◦(x0; δ), |f(x)− A| < ε

则称 lim
x→x0

f(x) = A。

定定定义义义2.3 (累次极限). 设Ex, Ey ⊆ R，定义：

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = L ⇐⇒

󰀻
󰀿

󰀽
∀y ∈ Ey \ {y0}, lim

x→x0

f(x, y) = ϕ(y)

lim
y→y0

ϕ(y) = L

类似定义另一顺序的累次极限。

定定定理理理2.1 (极限关系). 若重极限 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A与累次极限 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)均

存在，则二者相等。

推推推论论论2.1.1. 当重极限与两个累次极限均存在时，三者相等。

推推推论论论2.1.2. 若两个累次极限存在但不相等，则重极限不存在。

练练练习习习2.1. 设f(x, y) 在原点O 的某邻域内有定义，则下面命题不正确的是：

A. lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), lim
y→0

lim
x→0

f(x, y), lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) 有可能三者恰有两个存在。

B. lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), lim
y→0

lim
x→0

f(x, y), lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) 有可能三者恰有一个存在。

C. 若lim
y→0

lim
x→0

f(x, y), lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) 都存在，则它们必然相等。

D. 若 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) 都存在，则它们必然相等。
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2.3 多多多元元元函函函数数数的的的连连连续续续性性性

定定定义义义2.4 (连续性). 设D ⊆ Rn为开集，x0 ∈ D，若

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

则称f在x0处连续。若f在D每点连续，则称f ∈ C(D)。

定定定理理理2.2 (有界闭集上连续函数的性质). 设D ⊆ Rn为有界闭集，f ∈ C(D)，则：

1. 有有有界界界性性性：∃M > 0, ∀x ∈ D, |f(x)| ≤ M

2. 最最最值值值定定定理理理：∃x1,x2 ∈ D使得

f(x1) = inf
D

f, f(x2) = sup
D

f

3. 介介介值值值定定定理理理（D道路连通时）：

∀η ∈ [min f(D),max f(D)], ∃ξ ∈ D, f(ξ) = η

4. 一一一致致致连连连续续续：

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x′,x′′ ∈ D, 󰀂x′ − x′′󰀂 < δ ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε

练练练习习习2.2. 设Rm 是m 维实向量空间，若ϕ(󰂓x) = 󰀂󰂓x󰀂 满足：

(a) ∀󰂓x ∈ Rm, ϕ(󰂓x) ≥ 0，当且仅当󰂓x = 󰂓0 时取等；

(b) ∀α ∈ R, 󰂓x ∈ Rm, ϕ(α󰂓x) = |α|ϕ(󰂓x)；

(c) ∀󰂓x, 󰂓y ∈ Rm, ϕ(󰂓x+ 󰂓y) ≤ ϕ(󰂓x) + ϕ(󰂓y)。

则称ϕ(󰂓x) = 󰀂󰂓x󰀂 是Rm 上的范数。证明：

(1) 󰀂󰂓x󰀂1 =
󰁓m

k=1 |xk|是Rm 上的范数。

(2) ϕ(󰂓x) = 󰀂󰂓x󰀂 在Rm 上是一致连续函数。

(3) 设󰀂 · 󰀂 是Rm 上的任意一个范数，则∃M1,M2 > 0，使得

M1󰀂󰂓x󰀂1 ≤ 󰀂󰂓x󰀂 ≤ M2󰀂󰂓x󰀂1 (∀󰂓x ∈ Rm).

（hint: p119课本习题6）

5



(4) 已知矩阵A ∈ Rm×m 和Rm 上的某种范数󰀂 · 󰀂，证明函数f(󰂓x) = 󰀂A󰂓x󰀂 是从Rm

到Rm 的Lipschitz 函数，即对任意向量󰂓x, 󰂓y ∈ Rm，

󰀂f(󰂓x)− f(󰂓y)󰀂 ≤ L󰀂󰂓x− 󰂓y󰀂,

其中L > 0 为某个固定常数（称为Lipschitz 常数）（hint: 利用(3)）

练练练习习习2.3. （接习题1.1）设D 为Rn 上的非空子集，定义函数

d(x,D) = inf
y∈D

󰀂x− y󰀂

证明：

(4) 对任何x, y ∈ Rn,有
|d(x,D)− d(y,D)| ≤ d(x, y)

(5) d(x,D)是x ∈ Rn的一致连续函数；

(6*) 若D ⊂ Rn是闭集，x ∈ Rn, 则有y ∈ D使得d(x, y) = d(x,D).于是当x /∈
D时，d(x,D) > 0.（hint:利用致密性定理）
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3 多多多元元元函函函数数数微微微分分分学学学

3.1 偏偏偏导导导数数数与与与全全全微微微分分分

定定定义义义3.1 (偏导数). 设z = f(x, y)在(x0, y0)某邻域有定义，若极限

f ′
x(x0, y0) = lim

∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x

存在，则称为f在(x0, y0)对x的偏导数。类似定义f ′
y。

定定定义义义3.2 (全微分). 若存在A,B ∈ R使得

∆z = A∆x+B∆y + o(
󰁳

∆x2 +∆y2)

则称f在(x0, y0)可微，全微分为dz = Adx+Bdy。

定定定理理理3.1 (可微性条件). 1. 可微⇒ 连续且偏导存在

2. 偏导连续⇒ 可微

3. 充要条件：

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

∆z − (f ′
x∆x+ f ′

y∆y)
󰁳

∆x2 +∆y2
= 0

3.2 微微微分分分法法法则则则

定定定理理理3.2 (链式法则). 设z = f(u, v), u = u(x, y), v = v(x, y)，当f可微且u, v可偏
导时：

∂z

∂x
=

∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x

矩阵形式：
󰀃
∂z
∂x

∂z
∂y

󰀄
=

󰀃
∂f
∂u

∂f
∂v

󰀄󰀕∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

󰀖

定定定理理理3.3 (一阶微分形式不变性). 无论u, v是自变量还是中间变量，微分形式：

dz =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv

恒成立。
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练练练习习习3.1. （24-25数分III）定义二元函数

f(x, y) =

󰀻
󰁁󰀿

󰁁󰀽
(x+ y)p sin

󰀣
1󰁳

x2 + y2

󰀤
, (x, y) ∕= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

证明：

(1) 当p > 0 时，f 在点(0, 0) 处连续；

(2) 当p > 1 时，f 在点(0, 0) 处可微；

(3) 当p > 2 时，f 在点(0, 0) 处的偏导数fx(x, y) 和fy(x, y) 连续。

练练练习习习3.2. （23-24数分III）证明：若在点P0(x0, y0) 的某邻域内，f ′
x、f ′

y 和f ′′
yx 都

存在，且f ′′
yx 在点P0 连续，则f ′′

xy(P0)也存在，且有

f ′′
xy(P0) = f ′′

yx(P0).

8



3.3 高高高阶阶阶微微微分分分

定定定义义义3.3 (高阶偏导). 二阶偏导数定义为：

∂2f

∂x2
,

∂2f

∂x∂y
,

∂2f

∂y∂x
,
∂2f

∂y2

当混合偏导连续时， ∂2f
∂x∂y

= ∂2f
∂y∂x
。

定定定理理理3.4 (高阶微分). k阶微分形式为：

dkz =

󰀕
dx

∂

∂x
+ dy

∂

∂y

󰀖k

f

3.4 方方方向向向导导导数数数与与与梯梯梯度度度

定定定义义义3.4 (方向导数). 沿单位向量l = (cosα, cos β)的方向导数为：

∂f

∂l
= lim

ρ→0

f(x+ ρl)− f(x)

ρ

当f可微时：
∂f

∂l
= ∇f · l = f ′

x cosα + f ′
y cos β

定定定义义义3.5 (梯度). 梯度向量：

∇f =

󰀕
∂f

∂x
,
∂f

∂y

󰀖

方向导数最大的方向即为梯度方向，最大值为󰀂∇f󰀂。
练练练习习习3.3. （22-23数分II(H)）设函数f(x, y) = 3

󰁳
x3 + y3证明：

(1) 在点(0, 0) 处沿任意方向的方向导数存在；

(2) 在点(0, 0) 处不可微。
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3.5 极极极值值值理理理论论论

定定定理理理3.5 (极值必要条件). 若f在P0处可偏导且取极值，则∇f(P0) = 0。

定定定理理理3.6 (极值充分条件). 设f在P0处二阶连续可微，∇f(P0) = 0，考察Hessian矩
阵：

H =

󰀕
f ′′
xx f ′′

xy

f ′′
yx f ′′

yy

󰀖

• H正定⇒ 极小值

• H负定⇒ 极大值

• H不定⇒ 鞍点

练练练习习习3.4. （24-25数分III）求函数f(x, y, z) = x4 + y4 + z4在约束条件xyz = 1 下的
极值。

练练练习习习3.5. 试证：二次型f(x, y, z) = Ax2 + By2 + Cz2 + 2Dyz + 2Ezx+ 2Fxy 在单
位球面x2 + y2 + z2 = 1上的最大(小)值恰好是矩阵

Φ =

󰀵

󰀷
A F E
F B D
E D C

󰀶

󰀸

的最大(小)特征值。
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练练练习习习3.6. （21-22数分III）设f(x) 为n 元函数，x0 ∈ Rn，δ0 > 0，f(x) 在x0 的δ0
邻域U(x0; δ0) 上二阶连续可微，并且∇f(x0) = 0，同时对任意单位向量α ∈ Rn，
有

α ·∇2f(x0) > 0,

证明：

(1) 存在δ ∈ (0, δ0)，使得 󰀃
(x− x0) ·∇

󰀄
f(x) > 0

对任意的x ∈ U0(x0; δ) 成立；

(2) x0 为f(x) 的极小值点。

3.6 隐隐隐函函函数数数定定定理理理

定定定理理理3.7 (隐函数存在唯一性定理). 设函数F (x, y) 满足下列条件：

1. 在以(x0, y0) 为内点的某一区域D ⊂ R2 上连续；

2. F (x0, y0) = 0（通常称为初始条件）；
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3. 在D 上存在关于y 的连续偏导数F ′
y(x, y)；

4. F ′
y(x0, y0) ∕= 0。

则在点(x0, y0) 的某邻域U ⊂ D 内，方程F (x, y) = 0 唯一地确定了一个定义在某区
间(x0 − δ, x0 + δ) 内的函数y = f(x)，使得

1. f(x0) = y0，且当且仅当x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 时，F (x, f(x)) ≡ 0；

2. f(x) 在(x0 − δ, x0 + δ) 内连续。

练练练习习习3.7. （22-23数分II(H)）证明方程sin y + ey−e−y

2
= x 在(0, 0) 附近存在唯一确

定的隐函数y = ϕ(x)，并求ϕ′(x)。

练练练习习习3.8. 证明隐函数存在唯一性定理
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23-24数数数学学学分分分析析析II(H)第第第二二二次次次小小小测测测

1. 设f(x, y)在点(x0, y0) 的某邻域内有定义，则以下情形可能发生的是()。

多多多选选选题题题(10分)

A. lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)与limx→x0 limy→y0 f(x, y)都存在，但limy→y0 limx→x0 f(x, y)
不存在。

B. lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)、limx→x0 limy→y0 f(x, y) 与limy→y0 limx→x0 f(x, y) 都
存在，但至少两个不相等。

C. limx→x0 limy→y0 f(x, y) 与limy→y0 limx→x0 f(x, y) 都存在但不相同。

D. lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) 存在，但limx→x0 limy→y0 f(x, y) 不存在。

2. 设函数f(x, y) 在点P (1,−2) 处连续，且满足

f(x, y) = 5+x−y+x2+4(x−1)(y+2)+(y+2)2+o
󰀃
(x− 1)2 + (y + 2)2

󰀄
(x → 1, y → −2)

则下列结论正确的有()。

多多多选选选题题题(10分)

A. f(x, y)在(1,−2)处取到极值。

B. f ′
x(1,−2) = 1。

C. df |(1,−2) = 3dx− dy。

D. 曲面z = f(x, y) 在(1,−2)处的切平面方程为z = 3x− y + 4。

3. 二元函数z = f(x, y) = x2 + y2 − xy 在D = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1} 上的
最大值为()。

单单单选选选题题题(10分)

A. 5
4

B. 1

C. 3
4

D. 1
4

4. 设f(x, y) =

󰀫
y · arctan 1√

x2+y2
, (x, y) ∕= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
，则下述结论不正确的有()。

单单单选选选题题题(10分)

13



A. f在(0, 0)处可求偏导。

B. f在(0, 0)处可微。

C. f在(0, 0)处连续。

D. f在(0, 0)处不可微。

5. 设函数z = z(x, y)在R2上处处存在所有连续的二阶偏导函数，且在点(0, 0)处
取极大值，则必有()。

单单单选选选题题题(10分)

A. ∂2z
∂x2 (0, 0) > 0, ∂2z

∂y2
(0, 0) < 0。

B. ∂2z
∂x2 (0, 0) ≤ 0, ∂2z

∂y2
(0, 0) ≤ 0。

C. ∂2z
∂x2 (0, 0) < 0, ∂2z

∂y2
(0, 0) > 0。

D. ∂2z
∂x2 (0, 0) ≥ 0, ∂2z

∂y2
(0, 0) ≥ 0。

6. 曲线C :

󰀫
x2 + y2 + z2 = 6

2z = xy
在点(1, 2, 1)处的切线方程为()。

单单单选选选题题题(10分)

A. x−1
5

= y−2
−4

= z−1
3

B.

󰀫
x+ 2y + z = 6

x+ 2y − 2z = 3

C. x−1
5

= y−2
4

= z−1
3

D.

󰀫
x+ 2y + z = 6

2x− y − 2z = −2

7. 设f(x, y) =

󰀫
x−y

x2+y2
· tan(x2 + y2), (x, y) ∈ O((0, 0), 1)\{(0, 0)}

0, (x, y) = (0, 0)
，则df |(0,0) =

( )。

单单单选选选题题题(10分)

A. −dx− dy

B. dx− dy

C. −dx+ dy

D. dx+ dy

14



8. 设f(x, y)在点(x0, y0) 的邻域O ((x0, y0) , 1) 内有定义，则下述正确的有()。

多多多选选选题题题(10分)

A. 若f在(x0, y0) 处可微，则f在(x0, y0) 处连续。

B. 若f在(x0, y0) 处可微，则f在(x0, y0) 处沿任何方向的方向导数都存在。

C. 若f在(x0, y0) 处可微，且在O ((x0, y0) , 1) 上每点处关于x 可求偏导，则∂f
∂x

在(x0, y0) 处连续。

D. 若f在(x0, y0) 处可微，则f在(x0, y0) 处可求偏导。

9. 设二元函数f(x, y)在R2 上处处可微。已知f(1, 2) = 2, f ′
1(1, 2) = 3, f ′

2(1, 2) =
4。令ϕ(t) = f(t, f(t, 2t))，则ϕ′(1) = ( )。

单单单选选选题题题(10分)

A. 47

B. 11

C. 23

D. 其余三个选项均不正确

10. 设z = f(x, y) 在(1, 2)处有一阶连续偏导数，且沿󰂓u = (3, 4), 󰂓v = (4,−3)
在(1, 2)处的方向导数为∂f

∂󰂓u
= 18, ∂f

∂󰂓v
= −1，则z = f(x, y) 在(1, 2)处的全微分

为()。

单单单选选选题题题(10分)

A. dz = 2dx+ 3dy

B. dz = 15dx+ 10dy

C. dz = 18dx− dy

D. dz = 10dx+ 15dy
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