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1 Rn 中的点集

1.1 距离、邻域与有界集

在一元函数中，x → x0 可以用 |x− x0| 描述。多元函数中，点有多个坐标，因此我们需要用距

离来描述两个点之间的接近程度。

定义 1.1 (距离与范数). 设 x = (x1, . . . , xn)，y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn。定义

∥x∥ =

(
n∑

i=1

x2
i

)1/2

, ρ(x,y) = ∥x− y∥ =

(
n∑

i=1

(xi − yi)
2

)1/2

.

其中 ∥x∥ 称为 x 的范数，ρ(x,y) 称为 x 与 y 的距离。

定义 1.2 (邻域). 设 x0 ∈ Rn，δ > 0。称

U(x0; δ) = {x ∈ Rn : ∥x− x0∥ < δ}

为 x0 的 δ 邻域，称

U◦(x0; δ) = U(x0; δ) \ {x0}

为 x0 的去心 δ 邻域。

书上有圆邻域和方邻域的划分，但我感觉没必要:)

定义 1.3 (有界集). 设 D ⊂ Rn。若存在 M > 0，使得对任意 x ∈ D，都有 ∥x∥ ≤ M，则称 D 为

有界集。

1.2 内点、外点、界点与聚点

点集的局部结构可以通过邻域来刻画。直观上，内点是“周围一小圈都在集合里”的点，外点是

“周围一小圈都不在集合里”的点，而界点是“无论怎么缩小邻域，都同时碰到集合内外”的点。

定义 1.4 (内点、外点与界点). 设 D ⊂ Rn，x0 ∈ Rn。

• 若存在 δ > 0，使得 U(x0; δ) ⊂ D，则称 x0 为 D 的内点；

• 若存在 δ > 0，使得 U(x0; δ) ∩D = ∅，则称 x0 为 D 的外点；

• 若对任意 δ > 0，U(x0; δ) 中既有属于 D 的点，也有不属于 D 的点，则称 x0 为 D 的边界点。

D 的全体内点构成的集合称为 D 的内部，记为 intD；D 的全体界点构成的集合称为 D 的边界，记

为 ∂D。

显然这三类点已经把整个空间都划分好了。

定义 1.5 (聚点). 设 D ⊂ Rn，x0 ∈ Rn。若对任意 δ > 0，都有

U◦(x0; δ) ∩D ̸= ∅,

则称 x0 为 D 的聚点。

聚点强调的是：可以用 D 中不同于 x0 的点无限逼近 x0。而聚点本身可以属于这个集合，也可

以不属于这个集合。

定义 1.6 (孤立点). D 当中的非聚点的点，称为孤立点。
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1.3 开集、闭集

定义 1.7 (开集与闭集). 设 D ⊂ Rn。

• 若 D 中每一个点都是 D 的内点，则称 D 为开集；

• 若 D 包含它的所有聚点，则称 D 为闭集。

定理 1.8 (开闭集的常用刻画). 设 D ⊂ Rn。则：

• D 是开集，当且仅当 D = int D；

• D 是闭集，当且仅当 Dc 是开集；

• D 是闭集，当且仅当 ∂D ⊂ D；

• D 是闭集，当且仅当任意收敛点列 xk ∈ D 且 xk → x0 时，都有 x0 ∈ D。

定义 1.9 (开域、闭域与区域). 设 D ⊂ Rn。

1. 若非空开集 D 具有连通性，即 D 中任意两点之间都可以用一条完全含于 D 的有限折线相连

接，则称 D 为开域，即开域就是非空连通开集。

2. 开域连同其边界所成的点集称为闭域。

3. 开域、闭域，或者开域连同其一部分界点所成的点集，统称为区域。

例题 1.10. 试证明：闭域一定是闭集。

2 完备性与点列

2.1 点列收敛

定义 2.1 (点列收敛). 设 {xk} 是 Rn 中的点列，x0 ∈ Rn。若对任意 ε > 0，存在 N ∈ N+，使得当

k > N 时，

∥xk − x0∥ < ε,

则称 {xk} 收敛到 x0，记为 xk → x0。

定理 2.2 (按坐标收敛). 设 xk = (xk1, . . . , xkn)，x0 = (x01, . . . , x0n)。则

xk → x0

当且仅当对每个 i = 1, . . . , n，都有

xki → x0i.

这说明，多元点列收敛可以拆成有限个一元数列收敛。这也是下面 Cauchy 收敛准则证明的基

础。
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2.2 Cauchy 收敛准则

定义 2.3 (Cauchy 点列). 设 {xk} 是 Rn 中的点列。若对任意 ε > 0，存在 N ∈ N+，使得当 p, q > N

时，

∥xp − xq∥ < ε,

则称 {xk} 为 Cauchy 点列。

定理 2.4 (Cauchy 收敛准则). Rn 中的点列收敛，当且仅当它是 Cauchy 点列。

解析. 必要性与一元情形完全类似。若 xk → x0，则对任意 ε > 0，存在 N，使得当 k > N 时，

∥xk − x0∥ <
ε

2
.

因此当 p, q > N 时，由三角不等式得到

∥xp − xq∥ ≤ ∥xp − x0∥+ ∥xq − x0∥ < ε.

充分性可由按坐标收敛推出。若 {xk} 是 Cauchy 点列，则每个坐标数列 {xki} 都是实数 Cauchy
列。由实数完备性，每个 {xki} 收敛到某个 x0i。令 x0 = (x01, . . . , x0n)，再由按坐标收敛定理可得

xk → x0。

2.3 闭域套定理

定理 2.5 (闭域套定理). 设 {Dn} 是 R2 中的闭域列，它满足：

1. Dn ⊃ Dn+1，n = 1, 2, · · ·；

2. dn = d(Dn)，且

lim
n→∞

dn = 0.

则存在唯一的点 P0，使得

P0 ∈ Dn, n = 1, 2, · · · .

2.4 聚点定理与有限覆盖定理

定理 2.6 (Bolzano–Weierstrass 定理). Rn 中任意有界点列都存在收敛子列。

推论 2.7 (聚点定理). Rn 中任意有界无穷点集必有聚点。

定理 2.8 (有限覆盖定理). 设 K ⊂ Rn 是有界闭集。若一族开集 {∆α} 覆盖 K，即

K ⊂
⋃
α

∆α,

则存在有限个开集 ∆α1
, . . . ,∆αm

，使得

K ⊂
m⋃
j=1

∆αj
.
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3 多元函数的极限与连续

3.1 多元函数与重极限

定义 3.1 (多元函数). 设 D ⊂ Rn。若对每个 x ∈ D，按照某一规则都有唯一的实数 f(x) 与之对应，

则称 f 为定义在 D 上的 n 元函数，记为

f : D → R, u = f(x) = f(x1, . . . , xn).

定义 3.2 (重极限). 设 D ⊂ Rn，x0 是 D 的聚点，函数 f 在 D 上有定义。若存在常数 A，使得对

任意 ε > 0，存在 δ > 0，当

x ∈ D ∩ U◦(x0; δ)

时，都有

|f(x)−A| < ε,

则称 f 当 x → x0 时的重极限存在且等于 A，记为

lim
x→x0

f(x) = A.

定理 3.3 (归结原则). 设 x0 是 D 的聚点。则

lim
x→x0

f(x) = A

当且仅当对任意点列 {xk} ⊂ D \ {x0}，只要 xk → x0，都有

f(xk) → A.

归结原则常用于证明极限不存在：只需要找到两列趋向同一点的点列，使函数值趋向不同结果

即可。

从这种形式的归结原则，我们可以看出，点列的无数种取法也对应了无数种逼近的路径。

例题 3.4. 讨论极限

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2

是否存在。

解析. 沿路径 y = 0，有
x2 − y2

x2 + y2
= 1.

沿路径 x = 0，有
x2 − y2

x2 + y2
= −1.

两条路径趋向原点时函数值极限不同，因此原重极限不存在。

例题 3.5. 证明

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
= 0.
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解析. 记 r =
√
x2 + y2。因为 |x| ≤ r，|y| ≤ r，所以∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ r2 · r
r2

= r → 0.

由夹逼定理，原极限为 0。

从上面我们也可以看到，证明重极限不存在往往有以下几种方法：

• 证明某路径的极限与斜率有关。

• 证明某特殊路径的极限不存在。

• 证明两条特殊路径的极限存在但不相等。

3.2 累次极限与重极限

定义 3.6 (累次极限). 对二元函数 f(x, y)，若对每个充分接近但不等于 y0 的 y，极限

lim
x→x0

f(x, y) = φ(y)

存在，并且

lim
y→y0

φ(y) = L,

则称

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = L

为先对 x 后对 y 的累次极限。另一顺序类似。

定理 3.7 (重极限与累次极限的关系). 若重极限

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A

存在，并且某一顺序的累次极限存在，则该累次极限必等于 A。因此，若两个累次极限都存在但不

相等，则重极限不存在。

例题 3.8. 设

f(x, y) =
x− y

x+ y
.

讨论 (x, y) → (0, 0) 时的两个累次极限与重极限。

解析. 先令 x → 0，有

lim
x→0

x− y

x+ y
= −1 (y ̸= 0),

再令 y → 0，得到累次极限 −1。

先令 y → 0，有

lim
y→0

x− y

x+ y
= 1 (x ̸= 0),

再令 x → 0，得到累次极限 1。

两个累次极限不同，因此重极限不存在。

现在我们得到了说明重极限不存在的另一种方法：证明两种累次极限不同。
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例题 3.9. 下述二重极限存在的有（ ）。

A.
lim

(x,y)→(0,0)
x sin 1

y
.

B.
lim

(x,y)→(0,0)

x2y2

x2y2 + (x− y)2
.

C.
lim

(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
.

D.
lim

(x,y)→(0,0)

xy√
x+ y + 1− 1

.

例题 3.10. 设 f(x, y) 在 (x0, y0) 的某邻域内有定义。则下述关于二重极限

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

与累次极限

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)

的描述正确的是（ ）。

A. 二重极限存在时，累次极限必存在。

B. 累次极限存在时，二重极限必存在。

C. 两个极限都存在时，它们必相等。

D. 若两个极限都存在时，则累次极限

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

也必存在。

3.3 连续性

定义 3.11 (连续). 设 D ⊂ Rn，x0 ∈ D，且 x0 是 D 的聚点。若

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

则称 f 在 x0 处连续。若 f 在 D 上每一点都连续，则称 f 在 D 上连续。

定理 3.12 (有界闭集上连续函数的性质). 设 K ⊂ Rn 是有界闭集，f 在 K 上连续。则：

• f 在 K 上有界；

• f 在 K 上可以取到最大值和最小值；

• f 在 K 上一致连续；

• 若 K 道路连通，则 f(K) 是区间，从而具有介值性质。

去年小测有一个题目，完全是有界闭集连续函数的性质的陈列，这里不赘述了。
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4 偏导数与全微分

4.1 偏导数

在一元函数中，导数描述的是函数值随自变量变化的瞬时变化率。对于二元函数 z = f(x, y)，

如果暂时固定 y，只让 x 变化，就得到关于 x 的偏导数；如果固定 x，只让 y 变化，就得到关于 y

的偏导数。

定义 4.1 (偏导数). 设函数 z = f(x, y) 在点 (x0, y0) 的某邻域内有定义。若极限

lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x

存在，则称 f 在点 (x0, y0) 处关于 x 可偏导，此极限称为 f 在该点关于 x 的偏导数，记为

fx(x0, y0),
∂f

∂x
(x0, y0),

∂z

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

.

关于 y 的偏导数类似定义。

偏导数只反映坐标轴方向上的变化率，因此偏导数存在不能说明函数在所有方向上行为良好。

4.2 全微分与可微性

定义 4.2 (可微与全微分). 设函数 z = f(x, y) 在点 (x0, y0) 的某邻域内有定义。记

∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0), ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2.

若存在常数 A,B，使得

∆z = A∆x+B∆y + o(ρ) (ρ → 0),

则称 f 在 (x0, y0) 处可微，并称

dz = Adx+B dy

为 f 在该点的全微分。

全微分的核心含义是：函数在一点附近可以被一个线性函数近似，且误差比距离 ρ 更小。也就

是说，可微性是“局部线性化”。

定理 4.3 (可微、偏导与连续的关系). 对二元函数 f，有：

• 若 f 在 (x0, y0) 处可微，则 f 在该点连续；

• 若 f 在 (x0, y0) 处可微，则 fx(x0, y0) 与 fy(x0, y0) 都存在，且

dz = fx(x0, y0) dx+ fy(x0, y0) dy;

• 若 fx, fy 在 (x0, y0) 的某邻域内存在，并且在 (x0, y0) 处连续，则 f 在 (x0, y0) 处可微。

定理 4.4 (可微的判别式). 若 fx(x0, y0) 与 fy(x0, y0) 存在，则 f 在 (x0, y0) 处可微，当且仅当

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

∆z − fx(x0, y0)∆x− fy(x0, y0)∆y√
(∆x)2 + (∆y)2

= 0.
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例题 4.5. 设

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

判断 f 在原点是否可微。

解析. 先求偏导。由定义，

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0,

fy(0, 0) = lim
h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= 0.

若 f 在原点可微，则需要
f(x, y)− 0 · x− 0 · y√

x2 + y2
=

x2y

(x2 + y2)3/2
.

但沿 y = x，有
x2x

(2x2)3/2
=

1

2
√
2

当 x → 0 时不趋于 0。所以 f 在原点不可微。

例题 4.6. 设

f(x, y) =


(x+ y) sin(xy)

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

则下述正确的有（ ）。

A. f 在 (0, 0) 处不可微。

B. f 在 (0, 0) 处可微。

C. f 在 (0, 0) 处不连续。

D. f 在 (0, 0) 处连续。

例题 4.7. 关于函数

f(x, y) =
√
|xy|,

下述描述正确的有（ ）。

A. f 在 (0, 0) 处可微。

B. f ′
x(0, 0) = 0。

C. f 在 (0, 0) 处连续。

D. f ′
y(0, 0) = 0。
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5 复合函数求导与高阶偏导

5.1 链式法则

定理 5.1 (链式法则). 设

z = f(u, v), u = u(x, y), v = v(x, y).

若 f 在对应点处可微，u, v 对 x, y 可偏导，则

∂z

∂x
=

∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x
,

∂z

∂y
=

∂f

∂u

∂u

∂y
+

∂f

∂v

∂v

∂y
.

矩阵形式为 (
zx zy

)
=
(
fu fv

)(ux uy

vx vy

)
.

需要特别强调的是，上述的链式法则的陈述，只考量了复合函数的偏导数推理，但没有对 f 在

(x, y) 处的可微性做任何说明。

如果需要可微，那么还需要额外的条件：u, v 是可微的。

定理 5.2 (一阶微分形式不变性). 若 z = f(u, v) 可微，则无论 u, v 是自变量还是中间变量，都有

dz = fu du+ fv dv.

例题 5.3. 设 f(x, y) 在 R2 上具有连续偏导数，且

f(1, 1) = 1, f ′
x(1, 1) = 1, f ′

y(1, 1) = 2.

令

φ(x) = f
(
x, f(2x− 1, x3)

)
,

则 φ′(1) =（ ）。

A. 9

B. 17

C. 15

D. 11

5.2 高阶偏导数

定义 5.4 (二阶偏导数). 若 fx, fy 仍然可偏导，则称它们的偏导数为 f 的二阶偏导数：

fxx =
∂2f

∂x2
, fxy =

∂2f

∂y∂x
, fyx =

∂2f

∂x∂y
, fyy =

∂2f

∂y2
.

其中 fxy, fyx 称为混合偏导数。

定理 5.5 (混合偏导相等的充分条件). 若 fxy 与 fyx 在点 (x0, y0) 的某邻域内存在，并且在 (x0, y0)

处连续，则

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).
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6 方向导数、梯度与 Taylor 公式

6.1 方向导数与梯度

偏导数只研究坐标方向，但多元函数还可以沿任意方向变化。方向导数正是用来刻画函数沿某

一给定方向的变化率。

定义 6.1 (方向导数). 设 f 在点 x0 ∈ Rn 的某邻域内有定义，l 是单位向量。若极限

lim
t→0+

f(x0 + tl)− f(x0)

t

存在，则称该极限为 f 在 x0 处沿方向 l 的方向导数，记为

∂f

∂l
(x0).

注意方向导数和偏导数之间的关联，是需要区分沿正半轴和负半轴方向的。

定义 6.2 (梯度). 若 f 在 x0 处存在对所有自变量的偏导数，则称向量

∇f(x0) =

(
∂f

∂x1

(x0), . . . ,
∂f

∂xn

(x0)

)
为 f 在 x0 处的梯度。

需要注意梯度是一个向量。

定理 6.3 (方向导数公式). 若 f 在 x0 处可微，l 是单位向量，则

∂f

∂l
(x0) = ∇f(x0) · l.

因此方向导数的最大值为 ∥∇f(x0)∥，取得最大值的方向为梯度方向。

注意此处计算方向导数的时候，是需要 f 可微的，和梯度定义当中仅需要的偏导数存在不同。

从变化率/几何的角度，感性理解方向导数是不困难的。方向导数实际上就是梯度沿该方向的投

影长度。

例题 6.4. 求 f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + xyz 在点 (1, 1, 1) 沿方向 (1, 2, 2) 的方向导数。

解析. 首先单位化方向向量：

l =
(1, 2, 2)√

12 + 22 + 22
=

(1, 2, 2)

3
.

又

∇f = (2x+ yz, 2y + xz, 2z + xy),

所以

∇f(1, 1, 1) = (3, 3, 3).

故方向导数为

∇f(1, 1, 1) · l = (3, 3, 3) ·
(
1

3
,
2

3
,
2

3

)
= 5.
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例题 6.5. 函数

f(x, y) = xe3y

在点 P (1, 0) 处沿 P (1, 0) 到 Q(4, 4) 方向的方向导数为（ ）。

A. 7

5

B. 其余三个选项均不正确。

C. 15

D. 3

例题 6.6. 设二元函数 f(x, y) 在点 (x0, y0) 处的某邻域内有定义，有下述四个命题：

(P1) 若 f 在 (x0, y0) 处的所有方向导数都存在，则 f 在 (x0, y0) 处可微。

(P2) 若 f 在 (x0, y0) 处的所有方向导数都存在，则 f 在 (x0, y0) 处的两个偏导数 f ′
x(x0, y0), f

′
y(x0, y0)

存在。

(P3) 若 f 在 (x0, y0) 处的所有方向导数都存在，则 f 在 (x0, y0) 处连续。

(P4) 若 f 在 (x0, y0) 处可微，则 f 在 (x0, y0) 处的所有方向导数都存在。

则上述命题中正确的有（ ）个。

A. 2

B. 3

C. 1

D. 0

本题需要意识到“可微”实际上是一个很强的结论，它表示这个函数在局部范围内任意路径都可

认为是大致线性变化的，并且这个线性近似有一个统一的形式。

6.2 中值定理与 Taylor 公式

定义 6.7 (凸区域). 设 D ⊂ Rn 为区域。若对任意 x,y ∈ D 和任意 λ ∈ [0, 1]，都有

(1− λ)x+ λy ∈ D,

则称 D 为凸区域。

定理 6.8 (多元函数中值公式). 设 D ⊂ Rn 是凸开域，f 在 D 上可微。则对任意 x,y ∈ D，存在

θ ∈ (0, 1)，使得

f(y)− f(x) = ∇f
(
x+ θ(y − x)

)
· (y − x).
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定理 6.9 (二元函数 Taylor 公式). 设 f 在点 (x0, y0) 的某邻域内具有 k + 1 阶连续偏导数。记

∆x = x− x0，∆y = y − y0。则

f(x0 +∆x, y0 +∆y) =
k∑

j=0

1

j!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)j

f(x0, y0) +Rk,

其中 Lagrange 余项为

Rk =
1

(k + 1)!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k+1

f(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y), 0 < θ < 1.

特别地，二阶 Taylor 展开常写作

f(x0 +∆x, y0 +∆y) =f(x0, y0) + fx∆x+ fy∆y

+
1

2

(
fxx∆x2 + 2fxy∆x∆y + fyy∆y2

)
+ o(ρ2),

其中所有偏导数都在 (x0, y0) 处取值，ρ =
√
∆x2 +∆y2。

7 极值与隐函数

7.1 无条件极值

定义 7.1 (局部极值). 设 f 在点 x0 的某邻域内有定义。若存在 δ > 0，使得对任意 x ∈ U(x0; δ)，

都有

f(x) ≤ f(x0),

则称 f 在 x0 处取得局部极大值；若不等号反向，则称取得局部极小值。

定理 7.2 (极值必要条件). 若 f 在 x0 处可偏导，并在 x0 处取得局部极值，则

∇f(x0) = 0.

满足 ∇f = 0 的点称为驻点/稳定点。

定理 7.3 (二元函数极值充分条件). 设 f 在点 (x0, y0) 的某邻域内具有连续二阶偏导数，并且

fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0.

记

A = fxx(x0, y0), B = fxy(x0, y0), C = fyy(x0, y0),

D = AC −B2.

则：

• 若 D > 0 且 A > 0，则 f 在该点取局部极小值；

• 若 D > 0 且 A < 0，则 f 在该点取局部极大值；

• 若 D < 0，则该点不是极值点，而是鞍点；

• 若 D = 0，则该判别法失效，需要另作讨论。
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7.2 条件极值与 Lagrange 乘数法

在前面讨论无条件极值时，我们只要求自变量在某个邻域内自由变化。例如二元函数 f(x, y) 在

点 P0 处取极值时，若 f 在该点可偏导，则有

∇f(P0) = 0.

但是在很多问题中，自变量并不能任意变化，而必须满足某些约束条件。例如点 (x, y, z) 被限制在

曲面

g(x, y, z) = 0

上，这时我们研究的是函数 f(x, y, z) 在约束曲面上的最大值或最小值，这类问题称为 条件极值问

题。

定理 7.4 (Lagrange 乘数法的一般形式). 设函数

f = f(x1, · · · , xn)

在约束条件

φ1(x1, · · · , xn) = 0, φ2(x1, · · · , xn) = 0, · · · , φm(x1, · · · , xn) = 0

下求极值，其中 f, φ1, · · · , φm 在区域 D ⊂ Rn 上具有连续的一阶偏导数。

设 P0 = (x
(0)
1 , · · · , x(0)

n ) 是上述条件极值问题的极值点，并且约束函数的 Jacobi 矩阵

Jφ(P0) =



∂φ1

∂x1

· · · ∂φ1

∂xn

...
...

∂φm

∂x1

· · · ∂φm

∂xn


P0

的秩为 m。则存在常数

λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , · · · , λ(0)

m ,

使得 (
x
(0)
1 , · · · , x(0)

n , λ
(0)
1 , · · · , λ(0)

m

)
是 Lagrange 函数

L(x1, · · · , xn, λ1, · · · , λm) = f(x1, · · · , xn) +
m∑

k=1

λkφk(x1, · · · , xn)

的稳定点。
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也就是说， 

∂L

∂x1

=
∂f

∂x1

+
m∑

k=1

λk
∂φk

∂x1

= 0,

...
∂L

∂xn

=
∂f

∂xn

+
m∑

k=1

λk
∂φk

∂xn

= 0,

∂L

∂λ1

= φ1(x1, · · · , xn) = 0,

...
∂L

∂λm

= φm(x1, · · · , xn) = 0.

例题 7.5. 利用条件极值证明点 (x0, y0, z0) 到平面

ax+ by + cz + d = 0

的距离为

ρ =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.

7.3 隐函数定理

定义 7.6 (隐函数). 设 E ⊂ R2，函数 F : E → R。对于方程

F (x, y) = 0,

如果存在集合 I, J ⊂ R，使得对任意 x ∈ I，有唯一确定的 y ∈ J，满足

(x, y) ∈ E, F (x, y) = 0,

则称方程 F (x, y) = 0 确定了一个定义在 I 上、值域含于 J 的隐函数。

若将这个隐函数记为

y = φ(x),

则对任意 x ∈ I，都有

F (x, φ(x)) ≡ 0.

定理 7.7 (隐函数存在唯一性定理). 若函数 F (x, y) 满足下列条件：

1. F 在以 P0(x0, y0) 为内点的某一区域 D ⊂ R2 上连续；

2. F (x0, y0) = 0，这通常称为初始条件；

3. F 在 D 上存在连续的偏导数 Fy(x, y)；

4. Fy(x0, y0) ̸= 0。

则：
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1. 存在点 P0 的某邻域 U(P0) ⊂ D，在 U(P0) 上方程

F (x, y) = 0

唯一地确定了一个定义在某区间

(x0 − α, x0 + α)

上的隐函数

y = f(x),

使得当 x ∈ (x0 − α, x0 + α) 时，

(x, f(x)) ∈ U(P0), F (x, f(x)) ≡ 0, f(x0) = y0.

2. f(x) 在 (x0 − α, x0 + α) 上连续。

例题 7.8. 设二元函数 f(x, y) 在 R2 上存在连续偏导数，且满足

∂f

∂x
+

∂f

∂y
̸= 0.

若 z 满足

f(x− z, y − z) = 0,

证明：上式确定的隐函数 z = z(x, y) 满足

∂z

∂x
+

∂z

∂y
= 1.

例题 7.9. 请证明在 (0, 0) 的某邻域内存在唯一的可导函数

y = φ(x)

满足

sin y +
ey − e−y

2
= x,

并求其导函数 φ′(x)。

8 典型练习

例题 8.1. 以下命题不正确的有（ ）。

A. 曲面

x2 + 2y2 + 3z2 = 20

在点 (3, 2, 1) 处的切平面方程为

3x+ 4y + 3z = 20.

B. 空间曲线 x2 + y2 + z2 = 6,

x+ y + z = 0

在点 (1,−2, 1) 处的法平面方程为

x− z = 0.
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C. 曲面
√
x+

√
y +

√
z = 1

上任一点的切平面在各坐标轴上的截距之和等于 1。

D. 平面曲线

x2 + xy + y2 = 7

在点 (1, 2) 的法线方程为

4x− 5y + 6 = 0.

例题 8.2. 设二元函数 f(x, y) 在 R2 存在二阶连续偏导数。对任意的 θ ∈ [0, 2π)，定义函数

gθ(t) = f(t cos θ, t sin θ).

若对任意的 θ ∈ [0, 2π)，都有
dgθ
dt

∣∣∣∣
t=0

= 0,
d2gθ
dt2

∣∣∣∣
t=0

> 0,

证明：f(0, 0) 是 f(x, y) 的极小值。

例题 8.3. 设二元函数 f(x, y) 有连续的二阶偏导数。

1. 若 P0(x0, y0) 为 f(x, y) 的稳定点，f 在 P0 的 Hessian 矩阵正定，求证：f(x, y) 在 P0 取极小

值。

2. 若 f 在每个点的 Hessian 矩阵都正定，求证：f 至多有一个稳定点。

也许 8.3 默认定义域在 R2 上更好，或者是凸的，学长的回忆卷里面也没有提及定义域:)
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