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第 1章 级数

1.1 级数的基本概念与性质

1.1.1 定义与性质

对于无穷级数
∑∞

n=1 un = u1 + u2 + · · ·+ un + . . .，我们关注其是否收敛。

定义 1.1

♣

设 Sn =
∑n

k=1 uk 为级数的前 n项部分和。
若 limn→∞ Sn = S（有限数），则称级数收敛，和为 S。
若极限不存在或为∞，则称级数发散。

定理 1.1 (必要条件)

♥
若级数

∑
un 收敛，则 limn→∞ un = 0。反之不一定成立（如调和级数）。

定理 1.2 (Cauchy收敛准则)

♥

级数
∑

un 收敛 ⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃N, ∀n > N, ∀p ∈ N，有：

|Sn+p − Sn| = |un+1 + un+2 + · · ·+ un+p| < ϵ

定义 1.2 (组合级数)

♣

∑∞
n=1 un 的一个组合级数

∑∞
n=1 vn 由

∑∞
n=1 un 加括号得到，即

vk = unk−1+1 + · · ·+ unk

定理 1.3

♥
若
∑∞

n=1 un 收敛，则其组合级数收敛到同一个值。

1.1.2 常见级数示例

几何级数
∑

aqn−1：当 |q| < 1时收敛至 a
1−q；当 |q| ≥ 1时发散。

调和级数
∑

1
n：发散。可以通过 Cauchy准则证明 S2n − Sn ≥ 1

2。
Basel问题：

∑∞
n=1

1
n2 = π2

6 。欧拉通过
sin x
x 的无穷乘积展开给出了著名的证明。

定理 1.4 (Basel问题)

♥

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

证明 欧拉给出了如下证明 (暂时忽略这背后的严谨性)
sinx

x
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n+ 1)!
x2n =

∞∏
n=1

(1− x2

π2n2
)

比较两边 x2 系数可知

−1

6
= −

∞∑
n=1

1

π2n2

即可得
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6



1.1 级数的基本概念与性质

�
笔记后面我们也可以用傅里叶分析的方法证明。
例题 1.1已知

+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
, f(x) =

+∞∑
n=1

xn

n2
.

(1)求 f ′(x)的表达式。
(2)证明：

f(x) + f(1− x) + lnx ln(1− x) =
π2

6
(0 < x < 1).

例题 1.2记
an = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
, un =

an
(n+ 1)(n+ 2)

, n = 1, 2, 3, · · · .

(1)证明：当 n ≥ 2时，有 0 < an < 1 + lnn; (2)证明：级数
∑+∞

n=1 un 收敛，并求其和。

2



1.2 正项级数的判别法

1.2 正项级数的判别法
对于 un ≥ 0的级数，收敛的充要条件是部分和序列 {Sn}有界。

定理 1.5

♥

设 un, vn ≥ 0：
1. 若 un ≤ vn 且

∑
vn 收敛，则

∑
un 收敛。

2. 极限形式：若 limn→∞
un

vn
= l。

0 < l < ∞：二者同敛散。
l = 0：

∑
vn 收敛 =⇒

∑
un 收敛。

l = ∞：
∑

vn 发散 =⇒
∑

un 发散。

例题 1.3正项级数
∑∞

n=1 an 收敛，则对于 p > 1
2 级数

∑∞
n=1

√
an

np 收敛。

定理 1.6 (比值法 (d’Alembert)与根值法 (Cauchy))

♥

设 limn→∞
un+1

un
= r或 limn→∞ n

√
un = r：

r < 1：收敛。
r > 1：发散。
r = 1：失效（需进一步判别）。

定理 1.7 (比值比较法)

♥

设 un > 0, vn > 0，若存在正整数 N，使得对所有 n ≥ N 都有
un+1

un
≤ vn+1

vn
则：

若
∑

vn < ∞ (收敛)，则
∑

un 收敛。
若
∑

un = ∞ (发散)，则
∑

vn 发散。

1.3 进阶判别法

定理 1.8 (积分判别法)

♥
若 f(x)在 [1,∞)上非负且单调递减，则级数

∑
f(n)与广义积分

∫∞
1

f(x)dx同敛散。

例题 1.4 p-级数
∑

1
np：p > 1收敛，p ≤ 1发散。

例题 1.5
∑∞

n=2
1

n(lnn)p :p > 1收敛，p ≤ 1发散。
例题 1.6设 0 < p < 1, a1 > 0, an+1 = an

1+ap
n
, n = 1, 2, · · · ,,证明：

∑∞
n=1 an 收敛。

定理 1.9 (Raabe判别法)

♥

设 Rn = n
(

un

un+1
− 1
)
，若 limn→∞ Rn = r：

r > 1：收敛。
r < 1：发散。

3



1.3 进阶判别法

推论 1.1 (Raabe判别法极限形式)

♥

设 un > 0，若 limn→∞ Rn = limn→∞ n
(

un

un+1
− 1
)
= r。

r > 1 =⇒
∑

un 收敛。
r < 1 =⇒

∑
un 发散。

例题 1.7判断
∑∞

n=2
(2n−1)!!
(2n)!! · 1

2n+1 的敛散性。
解法 � (Raabe法)：记 un = (2n−1)!!

(2n)!! · 1
2n+1，则

Rn = n

(
un

un+1
− 1

)
= n

(
2n+ 2

2n+ 1
· 2n+ 3

2n+ 1
− 1

)
= n

(
(2n+ 2)(2n+ 3)

(2n+ 1)2
− 1

)
= n

(
4n2 + 10n+ 6− (4n2 + 4n+ 1)

(2n+ 1)2

)
=

n(6n+ 5)

(2n+ 1)2

取极限 limn→∞ Rn = 6
4 = 3

2 > 1，故级数收敛。
解法 � (不等式放缩)： 2k−1

2k < 2k
2k+1 ,得到 ( (2n−1)!!

(2n)! )2 < (2n−1)!!
(2n)!

(2n)!!
(2n)!! =

1
2n+1 , (2n−1)!!

(2n)!! < 1√
2n+1

，故：

un <
1√

2n+ 1
· 1

2n+ 1
=

1

(2n+ 1)3/2
∼ O(n−3/2)

由于 p = 3
2 > 1，p-级数收敛，故原级数收敛。

例题 1.8讨论级数
∑∞

n=1(2− x)(2− x1/2)(2− x1/3) · · · (2− x1/n)的敛散性 (x > 0)。
解：记一般项为 un，考察比值：

un

un+1
=

1

2− x1/(n+1)

利用 Raabe判别法计算极限：

lim
n→∞

n

(
un

un+1
− 1

)
= lim

n→∞
n

(
x1/(n+1) − 1

2− x1/(n+1)

)
= lim

n→∞

1

2− x1/(n+1)
· x

1/(n+1) − 1

1/n

= 1 · lnx = lnx

由 Raabe判别法：
若 lnx > 1 =⇒ x > e，级数收敛。
若 lnx < 1 =⇒ x < e，级数发散。

当 x = e时，Raabe判别法失效。此时将比值进行 Taylor展开：
un

un+1
=

1

2− e1/(n+1)
=

1

1− (e1/(n+1) − 1)

= 1 + (e1/(n+1) − 1) + (e1/(n+1) − 1)2 + · · ·

= 1 +

(
1

n+ 1
+O

(
1

n2

))
+O

(
1

n2

)
= 1 +

1

n
+O

(
1

n2

)
对照 Gauss判别法形式，此时 λ = 1 ≤ 1，因此级数当 x = e时发散。
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1.4 变号级数

定理 1.10 (Gauss判别法一般情形)

♥

设 un > 0，若能展开为：
un

un+1
= 1 +

1

n
+

ν

n lnn
+O

(
1

n lnn

)
�若 ν > 1，则

∑
un 收敛。

�若 ν ≤ 1，则
∑

un 发散。

推论 1.2 (Gauss判别法特殊形式)

♥

设 un > 0，若：
un

un+1
= 1 +

λ

n
+O

(
1

n2

)
�若 λ > 1，级数收敛。
�若 λ ≤ 1，级数发散。

�
笔记以上判别法均可视为比值比较判别法，若再考虑

∞∑
n=3

1

n lnn(ln lnn)p
· · ·

等比较级数，可得到更精细的判别，但实际一般用得不多。所以，我们需要熟悉的是常见正项级数的阶。并且，
使用特定比较级数得到的比较判别法能力总是有限的，如下定理告诉我们，不存在万能的比较级数。

定理 1.11

♥

1. (Du Bois-Reymond) 给定收敛正项级数
∑∞

n=1 an, 一定存在收敛正项级数
∑∞

n=1 bn, 使得
limn→∞

an

bn
= 0

2. (Abel)给定发散正项级数
∑∞

n=1 an,一定存在发散正项级数
∑∞

n=1 bn,使得 limn→∞
an

bn
= 0

1.4 变号级数

定义 1.3

♣

1. 若
∑∞

n=1 |un| < ∞，称级数
∑

un 绝对收敛 (A.C)。
2. 若

∑
un 收敛，而

∑
|un| = ∞，称其为条件收敛 (C.C)。

3. 形如
∑∞

n=1(−1)n+1un 或
∑∞

n=1(−1)nun (其中 un ≥ 0)的级数称为交错级数。

定理 1.12 (Leibniz判别法)

♥
若 {un}单调递减趋于 0，则交错级数

∑∞
n=1(−1)n+1un 收敛。

证明 [证明概述]考察部分和 Sn：

S2n − S2n−2 = u2n−1 − u2n ≥ 0

S2n+1 − S2n−1 = −u2n + u2n+1 ≤ 0

且 S2n = u1 − (u2 − u3)− · · · − (u2n−2 − u2n−1)− u2n ≤ u1。故 S2n 单调递增且有上界，故 S2n 收敛。同理可
证 S2n+1 收敛，且 S2n+1 − S2n = u2n+1 → 0，故 limn→∞ Sn 存在。
例题 1.9判断

∑∞
n=1(−1)n+1 1

np 的敛散性。
当 p > 1时，绝对收敛。
当 0 < p ≤ 1时，条件收敛。
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1.5 收敛变号级数的性质

1.4.1 Abel变换与判别法

Abel求和公式 (分部求和法)：设 S =
∑m

k=1 akbk，记 Bj =
∑j

k=1 bk 且 B0 = 0。则：

S = amBm +

m−1∑
k=1

Bk(ak − ak+1)

引理 1.1 (Abel引理)

♥
若满足：� {ak}单调；� {Bk}有界，即 ∃M > 0, |Bk| ≤ M。则 |S| ≤ M(|a1|+ 2|am|)。

证明 |S| ≤ |amBm| +
∑m−1

k=1 |Bk||ak − ak+1| ≤ M
(
|am|+

∑m−1
k=1 |ak − ak+1|

)
。因 ak 单调，

∑
|ak − ak+1| =

|a1 − am|，故结论成立。

定理 1.13 (Abel判别法)

♥
若
∑

bn 收敛，且数列 {an}单调有界，则
∑

anbn 收敛。

定理 1.14 (Dirichlet判别法)

♥
若
∑

bn 的部分和 Bn 有界，数列 {an}单调且 limn→∞ an = 0，则
∑

anbn 收敛。

例题 1.10判断级数
∑

(−1)n+1 1√
n

(
1 + 1

n

)
(3− arctann)的敛散性。

�由 Leibniz判别法，
∑

(−1)n+1 1√
n
收敛。

�由 Abel判别法，因
(
1 + 1

n

)
单调有界，

∑
(−1)n+1 1√

n

(
1 + 1

n

)
收敛。

�再次使用 Abel判别法，因 (3− arctann)单调有界，故原级数收敛。
例题 1.11数列 {an}单调递减趋于零，且级数

∑∞
n=1 an发散，证明：级数

∑∞
n=1 an sinnx当 x 6= kπ时条件收敛

例题 1.12判断级数
∑∞

n=1

∫ π
n

0
sin x

1+x2025 dx与
∑∞

n=1 sin
n3π
1+n2 的收敛性。

1.5 收敛变号级数的性质

定义 1.4

♣

记 u+
n =

un, un ≥ 0

0, un < 0
，及 u−

n =

−un, un ≤ 0

0, un > 0
。

u+
n 和 u−

n 均为正项级数，分别称为
∑

un 的正部和负部。显然有 un = u+
n − u−

n，且 |un| = u+
n + u−

n。

定理 1.15

♥

1. 若
∑

un A.C.，则
∑

u+
n 与

∑
u−
n 皆收敛。

2. 若
∑

un C.C.，则
∑

u+
n 与

∑
u−
n 皆发散。

证明 利用 0 ≤ u±
n ≤ |un|，若绝对收敛，由比较判别法知正部负部均收敛；若条件收敛，由于 u+

n + u−
n = |un|

发散且 u+
n − u−

n = un 收敛，正负部必须同时发散。

定理 1.16

♥
若
∑

un A.C.，则其任意重排级数也绝对收敛，且和不变。

定理 1.17 (Riemann重排定理)

♥
若
∑

un条件收敛 (C.C.)，则对任意实数 α ∈ R∪{±∞}，必存在
∑

un的一种重排
∑

vn，使得
∑

vn = α。
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1.6 其他判别法

例题 1.13设
∑∞

n=1 an 条件收敛，则

lim
n→∞

∑n
k=1 a

+
k∑n

k=1 a
−
k

= 1

例题 1.14若正项级数
∑∞

n=1
1
an
收敛，证明：级数

∑∞
n=1

n∑n
k=1 ak

收敛。(Hint:利用重排)

1.6 其他判别法

定理 1.18 (Cauchy凝聚判别法)

♥

{un}是单调减少的正数，则正项级数
∑∞

n=1 un 收敛的充要条件是凝聚项级数
∞∑

n=1

2nu2n

收敛

例题 1.15设 {an}为单调减少的正数列。
(1)证明级数

∑+∞
n=1 an 收敛当且仅当级数

∑+∞
k=0 2

ka2k 收敛。
(2)若 limn→+∞

a2n

an
= ρ，证明当 ρ < 1

2 时
∑+∞

n=1 an 收敛，当 ρ > 1
2 时

∑+∞
n=1 an 发散。

定理 1.19 (Sapagof判别法)

♥
设正项级数

∑∞
n=1 an 的部分和为 Sn,则

∑∞
n=1 an 与

∑∞
n=1

an

Sn
同敛散

定理 1.20 (对数判别法)

♥

1. 对正项级数
∑

un 存在极限

lim
n→∞

ln 1
un

lnn
= r

,则当 r > 1时级数收敛，r < 1时级数发散。
2. 对正项级数

∑
un 存在极限

lim
n→∞

ln 1
nun

ln lnn
= r

,则当 r > 1时级数收敛，r < 1时级数发散。

K第 1章练习k

1. 证明：
∑∞

n=1
(−1)[

√
n]

n 收敛。
2.
∑∞

n=1 an为正项级数，Sn为其部分和序列，p > 1,证明：无论
∑∞

n=1 an收敛与否，
∑∞

n=1
an

Sp
n
总是收敛的。

3. 设正项级数
∑∞

n=1 an 收敛，其余项为 Rn =
∑∞

k=n+1 ak, n = 0, 1, · · · .证明：
∑∞

n=1
an

Rn−1
发散,但对任意

p > 0,
∑∞

n=1
an

Rn−1
1−p 收敛。
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第 2章 函数项级数

本章讨论形如
∞∑

n=1

un(x)

的级数，其中每一项 un 都是定义在同一集合 X ⊂ R上的函数。与数项级数相比，函数项级数的核心问题不仅
是“对每个固定的 x是否收敛”，还要研究收敛是否足够均匀，以便保证连续性、可积性、可微性等运算可以逐
项进行。

2.1 函数项级数与点态收敛

定义 2.1 (函数项级数与部分和)

♣

设 X ⊂ R，un : X → R。称
∞∑

n=1

un(x) = u1(x) + u2(x) + · · ·

为定义在 X 上的函数项级数。它的第 n个部分和函数记为

Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x).

定义 2.2 (收敛点、收敛域与和函数)

♣

设 x0 ∈ X。若数项级数
∞∑

n=1

un(x0)

收敛，则称函数项级数在 x0 处收敛；若发散，则称它在 x0 处发散。
所有收敛点组成的集合称为该函数项级数的收敛域。若级数在 A ⊂ X 上每一点均收敛，则可定义和函数

S(x) =

∞∑
n=1

un(x), x ∈ A.

此时也称 Sn(x) → S(x)在 A上逐点收敛。

例题 2.1几何级数 考虑
∞∑

n=0

xn.

当 x 6= 1时，

Sn(x) =

n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x
.

因此当 |x| < 1时，

Sn(x) →
1

1− x
.

当 |x| ≥ 1时，级数不收敛。因此收敛域为 (−1, 1)，和函数为

S(x) =
1

1− x
, |x| < 1.

例题 2.2连续项的逐点极限可不连续 在 [0, 1]上定义

u1(x) = x, un(x) = xn − xn−1 (n ≥ 2).



2.2 一致收敛

则

Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x) = xn.

于是

Sn(x) → S(x) =

0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.

每个 un 都连续，但和函数 S 在 x = 1处不连续。这说明逐点收敛不足以保持连续性。
例题 2.3逐点极限下积分不可直接换序 在 [0, π]上定义

Sn(x) =


n sin(nx), 0 ≤ x ≤ π

n
,

0,
π

n
< x ≤ π.

则每个 Sn 连续，且对每个固定 x ∈ [0, π]都有 Sn(x) → 0。但是∫ π

0

Sn(x) dx =

∫ π/n

0

n sin(nx) dx = 2.

因此

lim
n→∞

∫ π

0

Sn(x) dx = 2 6=
∫ π

0

lim
n→∞

Sn(x) dx = 0.

若令 u1 = S1, un = Sn − Sn−1，便得到一个函数项级数，其部分和为上述 Sn。该例说明：仅有逐点收敛时，一
般不能把极限号移入积分号。

2.2 一致收敛

定义 2.3 (函数列的一致收敛)

♣

设 Sn : X → R，S : X → R。若对任意 ε > 0，存在 N ∈ N，使得当 n > N 时，对所有 x ∈ X 均有

|Sn(x)− S(x)| < ε,

则称 Sn 在 X 上一致收敛于 S，记为
Sn ⇒ S 于X.

定义 2.4 (一致范数判别)

♣

对有界函数 f : X → R，记
‖f‖X = sup

x∈X
|f(x)|.

则
Sn ⇒ S 于X ⇐⇒ ‖Sn − S‖X → 0.

定义 2.5 (函数项级数的一致收敛)

♣

若函数项级数
∑∞

n=1 un(x)的部分和函数

Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x)

在 X 上一致收敛于某个函数 S，则称该函数项级数在 X 上一致收敛，并写作
∞∑

n=1

un(x) ⇒ S(x) 于X.
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2.3 一致收敛的判别法

例题 2.4在无界区间上的一致收敛 令

Sn(x) =
x

1 + n2x2
, x ∈ R.

对 x 6= 0，Sn(x) → 0，且 x = 0时也有 Sn(0) = 0。另一方面，

sup
x∈R

∣∣∣∣ x

1 + n2x2

∣∣∣∣ = 1

2n
.

因此
‖Sn‖R → 0,

即 Sn ⇒ 0于 R。
例题 2.5同一函数列在不同区间上一致性不同 令

Sn(x) =
nx

1 + n2x2
.

在 X1 = [0, 1]上，虽然 Sn(x) → 0，但

Sn

(
1

n

)
=

1

2
,

故不可能一致收敛于 0。
在 X2 = [1, 2]上，

0 ≤ nx

1 + n2x2
≤ nx

n2x2
=

1

nx
≤ 1

n
,

所以 Sn ⇒ 0于 [1, 2]。

2.3 一致收敛的判别法

定理 2.1 (Cauchy一致收敛准则)

♥

函数列 Sn : X → R在 X 上一致收敛的充要条件是：对任意 ε > 0，存在 N ∈ N，使得当 n > N 时，对
任意 p ∈ N与任意 x ∈ X，都有

|Sn+p(x)− Sn(x)| < ε.

证明 必要性由
|Sn+p(x)− Sn(x)| ≤ |Sn+p(x)− S(x)|+ |Sn(x)− S(x)|

直接得到。
充分性可看作实数完备性的函数版。由条件知，对每个固定 x ∈ X，数列 {Sn(x)}是 Cauchy列，故存在极

限，记为 S(x)。再令 p → ∞，即可由
|Sn+p(x)− Sn(x)| < ε

推出
|S(x)− Sn(x)| ≤ ε

对所有 x ∈ X 成立，从而 Sn ⇒ S。

推论 2.1 (函数项级数的 Cauchy准则)

♥

函数项级数
∑

un(x)在X 上一致收敛的充要条件是：对任意 ε > 0，存在 N ∈ N，使得当 n > N 时，对
任意 p ∈ N与任意 x ∈ X，都有 ∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
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2.4 Dini定理、Abel判别法与 Dirichlet判别法

定理 2.2 (Weierstrass M 判别法)

♥

设存在非负数列 {Mn}，使得
|un(x)| ≤ Mn, ∀x ∈ X, ∀n ∈ N,

且数项级数
∑∞

n=1 Mn 收敛。则函数项级数
∞∑

n=1

un(x)

在 X 上一致收敛。

证明 由数项级数
∑

Mn 的 Cauchy准则，对任意 ε > 0，存在 N，使得当 n > N 时，对任意 p ∈ N，
n+p∑

k=n+1

Mk < ε.

于是对所有 x ∈ X， ∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|uk(x)| ≤
n+p∑

k=n+1

Mk < ε.

由函数项级数的 Cauchy准则，
∑

un 在 X 上一致收敛。

2.4 Dini定理、Abel判别法与 Dirichlet判别法

定理 2.3 (Dini定理)

♥

设 fn, f ∈ C([a, b])。若对每个 x ∈ [a, b]，数列 {fn(x)}关于 n单调，且

fn(x) → f(x), x ∈ [a, b],

则
fn ⇒ f 于[a, b].

证明 只证明 fn(x)单调递增的情形，递减情形类似。令

gn(x) = f(x)− fn(x).

则 gn ∈ C([a, b])，gn(x) ≥ 0，且 gn(x)关于 n单调递减并逐点趋于 0。
反设不一致收敛，则存在 ε0 > 0，以及 nk → ∞和 xk ∈ [a, b]，使得

gnk
(xk) ≥ ε0.

由 [a, b]紧性，可取子列仍记为 xk，使 xk → x0 ∈ [a, b]。因 gN (x0) → 0，可取 N 使 gN (x0) < ε0/2。由 gN 连
续，k足够大时

gN (xk) < ε0.

同时 nk ≥ N，由单调性得
gnk

(xk) ≤ gN (xk) < ε0,

矛盾。

推论 2.2 (非负连续项级数的 Dini判别)
若 un ∈ C([a, b])，un(x) ≥ 0，且

∞∑
n=1

un(x) = S(x)

11



2.4 Dini定理、Abel判别法与 Dirichlet判别法

♥

在 [a, b]上逐点收敛，且 S ∈ C([a, b])，则
∞∑

n=1

un(x)

在 [a, b]上一致收敛。

引理 2.1 (Abel变换)

♥

设m ≤ n。令

Bk(x) =

k∑
j=m

bj(x), m ≤ k ≤ n.

则
n∑

k=m

ak(x)bk(x) = an(x)Bn(x) +

n−1∑
k=m

(
ak(x)− ak+1(x)

)
Bk(x).

定理 2.4 (Abel一致收敛判别法)

♥

设对每个 x ∈ X，{an(x)}关于 n单调，并且存在M > 0使

|an(x)| ≤ M, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X.

若
∞∑

n=1

bn(x)

在 X 上一致收敛，则
∞∑

n=1

an(x)bn(x)

在 X 上一致收敛。

证明 由
∑

bn 一致收敛，对任意 ε > 0，存在 N，使得当m > N 时，对任意 n ≥ m与任意 x ∈ X，∣∣∣∣∣∣
k∑

j=m

bj(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε, m ≤ k ≤ n.

由 Abel变换及 {ak(x)}的单调性，∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ |an(x)| |Bn(x)|+
n−1∑
k=m

|ak(x)− ak+1(x)| |Bk(x)|

≤ Mε+ ε

n−1∑
k=m

|ak(x)− ak+1(x)|

≤ 3Mε.

由 Cauchy准则可得结论。

定理 2.5 (Dirichlet一致收敛判别法)
设对每个 x ∈ X，{an(x)}关于 n单调，且

an(x) ⇒ 0 于X.

若部分和

Bn(x) =

n∑
k=1

bk(x)
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2.5 绝对一致收敛

♥

在 X 上一致有界，即存在M > 0，使得

|Bn(x)| ≤ M, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X,

则
∞∑

n=1

an(x)bn(x)

在 X 上一致收敛。

证明 对尾和使用 Abel变换。设

Bm,k(x) =

k∑
j=m

bj(x).

由部分和一致有界可得
|Bm,k(x)| ≤ |Bk(x)|+ |Bm−1(x)| ≤ 2M.

又因 an ⇒ 0，当m充分大时，supx∈X |am(x)|任意小。结合 Abel变换与单调性，尾和
n∑

k=m

ak(x)bk(x)

可被一致地控制为任意小。因此由 Cauchy准则，级数一致收敛。

定义 2.6 (广义一致收敛，也称内闭一致收敛)

♣

设 I 是区间。若函数列 fn 在任意闭区间 [a, b] ⊂ I 上一致收敛，则称 fn 在 I 上广义一致收敛或局部一致
收敛。函数项级数的广义一致收敛同理定义。

例题 2.6级数
∞∑

n=1

sinnx

n

在 [δ, 2π − δ]上一致收敛，其中 0 < δ < π。事实上，
n∑

k=1

sin kx =
sin nx

2 sin (n+1)x
2

sin x
2

,

而当 x ∈ [δ, 2π− δ]时，分母离 0有正距离，所以部分和一致有界；又 1/n → 0，由 Dirichlet判别法知一致收敛。
因此该级数在 (0, 2π)上广义一致收敛。但它在 [0, 2π]上不是一致收敛；事实上其和函数在端点附近不连续。

2.5 绝对一致收敛

定义 2.7 (绝对一致收敛)

♣

若
∞∑

n=1

|un(x)|

在 X 上一致收敛，则称
∞∑

n=1

un(x)

在 X 上绝对一致收敛。
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2.6 一致收敛与极限运算

命题 2.1

♠绝对一致收敛必推出一致收敛。

证明 由 ∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|uk(x)|

和 Cauchy准则立即得到。
注“对每个 x绝对收敛并且原级数一致收敛”并不等价于“绝对一致收敛”。下面的例子说明两者差别。
例题 2.7一致且逐点绝对收敛，但非绝对一致收敛 在 [0, 1]上考虑

∞∑
n=0

(−1)n(1− x)xn.

令 an(x) = (1− x)xn。对每个固定 x ∈ [0, 1]，an(x)关于 n单调递减到 0，且

sup
x∈[0,1]

an(x) → 0.

由一致的 Leibniz判别法，原级数一致收敛。
另一方面，绝对值级数为

∞∑
n=0

(1− x)xn.

其部分和为

TN (x) =

N∑
n=0

(1− x)xn = 1− xN+1.

当 0 ≤ x < 1时，TN (x) → 1；当 x = 1时，TN (1) = 0。故极限函数为

T (x) =

1, 0 ≤ x < 1,

0, x = 1,

不连续。由于每个 TN 连续，若 TN 一致收敛，则极限应连续，矛盾。因此该级数不是绝对一致收敛。

2.6 一致收敛与极限运算

2.6.1 连续性

定理 2.6 (一致极限保持连续性)

♥

设 fn ∈ C(I)，且
fn ⇒ f

在区间 I 上成立，则 f ∈ C(I)。若只在任意闭区间 [a, b] ⊂ I 上一致收敛，则仍有 f ∈ C(I)。

证明 任取 x0 ∈ I。给定 ε > 0，由一致收敛，取 N 使

|fN (x)− f(x)| < ε

3
, x ∈ I.

由 fN 在 x0 处连续，存在 δ > 0，当 |x− x0| < δ时，

|fN (x)− fN (x0)| <
ε

3
.

于是
|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (x0)|+ |fN (x0)− f(x0)|

< ε.
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2.6 一致收敛与极限运算

故 f 在 x0 连续。

推论 2.3 (连续函数项级数的和函数)

♥

若 un ∈ C(I)，且
∞∑

n=1

un(x)

在 I 上一致收敛，则其和函数 S 连续。若级数在 I 上广义一致收敛，则 S ∈ C(I)。

2.6.2 逐项积分

定理 2.7 (一致收敛与积分换序)

♥

设 fn ∈ R([a, b])，且
fn ⇒ f 于[a, b].

则 f ∈ R([a, b])，并且 ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

特别地，若 fn ∈ C([a, b])，则结论成立。

证明 先说明积分极限。由一致收敛，∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a) ‖fn − f‖[a,b] → 0.

至于 f 的 Riemann可积性，可由上、下和刻画证明：取 n使 ‖fn − f‖足够小，再取分割 P 使 U(fn, P )−L(fn, P )

足够小，则 U(f, P )− L(f, P )也可任意小。

推论 2.4 (函数项级数的逐项积分)

♥

设 un ∈ R([a, b])，且
∞∑

n=1

un(x)

在 [a, b]上一致收敛于 S(x)。则 ∫ b

a

S(x) dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

un(x) dx.

2.6.3 逐项求导

定理 2.8 (一致收敛与求导换序)

♥

设 I 为区间，fn ∈ C1(I)。若存在 x0 ∈ I，使数列 {fn(x0)}收敛，并且

f ′
n ⇒ g

在 I 的任意闭子区间上一致成立，则 fn 在 I 上广义一致收敛于某个函数 f，且

f ∈ C1(I), f ′(x) = g(x).

若已知 fn(x) → f(x)，则
f ′(x) = lim

n→∞
f ′
n(x).

15



2.6 一致收敛与极限运算

证明 任取闭区间 [a, b] ⊂ I，并取一个包含 [a, b]与 x0 的闭区间 J ⊂ I。由微积分基本定理，

fn(x)− fn(x0) =

∫ x

x0

f ′
n(t) dt, x ∈ J.

令 n → ∞。由于 fn(x0)收敛，且 f ′
n 在 J 上一致收敛到 g，得到

f(x) = L+

∫ x

x0

g(t) dt, L = lim
n→∞

fn(x0).

同时收敛在 [a, b]上是一致的。于是 f ∈ C1(I)，且 f ′ = g。

推论 2.5 (函数项级数的逐项求导)

♥

设 un ∈ C1(I)。若存在 x0 ∈ I，使数项级数
∞∑

n=1

un(x0)

收敛，并且
∞∑

n=1

u′
n(x)

在 I 上广义一致收敛，则

S(x) =

∞∑
n=1

un(x)

在 I 上广义一致收敛，且 S ∈ C1(I)，并有

S′(x) =

∞∑
n=1

u′
n(x).

例题 2.8Riemann zeta函数在 (1,+∞)上光滑 定义

ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx
, x > 1.

对任意闭区间 [a, b] ⊂ (1,+∞)，有 a > 1，且
1

nx
≤ 1

na
.

由M 判别法，级数在 [a, b]上一致收敛，因此 ζ ∈ C((1,+∞))。
又 (

1

nx

)′

= − lnn

nx
,

并且 ∣∣∣∣ lnnnx

∣∣∣∣ ≤ lnn

na
, x ∈ [a, b].

由于
∑∞

n=2

lnn

na
收敛，导数级数在 [a, b]上一致收敛。因此

ζ ′(x) = −
∞∑

n=1

lnn

nx
.

同理可得

ζ(m)(x) = (−1)m
∞∑

n=1

(lnn)m

nx
, x > 1,

故 ζ ∈ C∞((1,+∞))。
例题 2.9连续但处处不可导函数的一个构造 令

φ(x) = dist(x,Z) = min
k∈Z

|x− k|.
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2.7 本章小结

这是一个连续的 1周期函数，并且在每个区间 [k, k + 1
2 ]与 [k + 1

2 , k + 1]上分别为斜率 1与 −1的线性函数。
定义 Takagi型函数

T (x) =

∞∑
n=0

2−nφ(2nx).

因为
0 ≤ 2−nφ(2nx) ≤ 2−n−1,

由M 判别法，级数在 R上一致收敛，所以 T ∈ C(R)。
另一方面，对任意 x0 ∈ R，取包含 x0 的二进制小区间的端点序列 xm → x0。在这些小区间上，前m项的

差商分别贡献 ±1，而尾项的贡献可用一致估计控制。由二进制展开的符号变化可知，差商
T (xm)− T (x0)

xm − x0

不可能收敛。因此 T 在任意点都不可导。该例说明：一致极限能够保持连续性，但一般不能保持可导性；逐项
求导需要额外的一致收敛条件。

2.7 本章小结
1. 点态收敛只说明每个固定 x上的数项级数收敛，不能保证连续性、积分换序或求导换序。
2. 一致收敛的本质是误差估计中的 N 与 x无关。
3. Cauchy准则是处理一致收敛的基础；M 判别法是最常用的充分条件。
4. Dini定理利用紧性和单调性，将逐点收敛提升为一致收敛。
5. Abel判别法和 Dirichlet判别法适合处理含参数的振荡型级数。
6. 一致收敛保持连续性；一致收敛还允许逐项积分；逐项求导则通常要求导数级数一致收敛并在一点收敛。

K第 2章练习k

1. 以下命题正确的是

(a).
+∞∑
n=1

sin(nx)√
n
在 [0, π]上内闭一致收敛.

(b).
+∞∑
n=1

sin(nx)√
n
在 [0, π]上一致收敛.

(c).
+∞∑
n=1

sin(nx)√
n
是 [−π, π]上某个连续函数的 Fourier级数.

(d).
+∞∑
n=1

sin(nx)√
n
在 (0, π)上内闭一致收敛.
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第 3章 幂级数与 Taylor级数

3.1 幂级数的基本概念

定义 3.1 (幂级数)

♣

形如
∞∑

n=0

an(x− x0)
n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2 + · · ·

的无穷级数称为以 x0 为中心的幂级数。

问题：幂级数的收敛域如何确定？
记 r = limn→∞ sup n

√
|an| ∈ [0,+∞]，令

R =


+∞ r = 0

1
r 0 < r < +∞

0 r = +∞

定理 3.1 (Cauchy-Hadamard)

♥

对于幂级数
∑

an(x− x0)
n：

1. 当 R = +∞时，该幂级数在 R上处处收敛；
2. 当 0 < R < +∞时，该幂级数在 (x0 −R, x0 +R)上绝对收敛，在 R \ [x0 −R, x0 +R]上发散；
3. 当 R = 0时，该幂级数仅在 x0 处收敛。

定义 3.2 (收敛半径)

♣
上述定理中的 R称为幂级数

∑
an(x− x0)

n 的收敛半径。

例题 3.1当收敛半径 R = 1时，收敛区间的不同边界情况示例：
1.
∑

xn，收敛域为 (−1, 1)；
2.
∑

xn

n ，收敛域为 [−1, 1)；
3.
∑

xn

n2，收敛域为 [−1, 1]。
例题 3.2设

an =
3 · 7 · · · · · (4n− 5)(4n− 1)

5 · 9 · · · · · (4n− 3)(4n+ 1)
, n = 1, 2, · · · ,

求幂级数 x+
∑+∞

n=1 anx
4n+1 的收敛半径和收敛域。

定理 3.2

♥
若极限 limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = ρ ∈ [0,+∞]存在，则收敛半径 R = 1
ρ（约定

1
0 = +∞, 1

+∞ = 0）。

注关于极限之间的不等式关系：

lim inf
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ lim inf
n→∞

n
√
|an| ≤ lim sup

n→∞

n
√
|an| ≤ lim sup

n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣



3.2 幂级数的核心性质

例题 3.3求下列幂级数的收敛半径：
1.
∑∞

n=0 n
nxn

2.
∑∞

n=0
xn

n!

3.
∑∞

n=1(
√
n+ 1−

√
n)xn

例题 3.4求幂级数
∑∞

n=1(−1)n 2n√
n
(x− 1

2 )
n 收敛半径与收敛域。

3.2 幂级数的核心性质

定理 3.3 (广义一致收敛性)

♥
若
∑∞

n=0 an(x− x0)
n 的收敛区间为 I，且 I 6= {x0}，则它在 I 上内闭一致收敛（广义一致收敛）。

证明 任取闭区间 [a, b] ⊂ I，只需证级数
∑

an(x− x0)
n 在 [a, b]上一致收敛。我们可做如下恒等变形：

∞∑
n=0

an(x− x0)
n =

∞∑
n=0

an(b− x0)
n ·
(
x− x0

b− x0

)n

由于常数项级数
∑∞

n=0 an(b− x0)
n收敛（因其在收敛域内），故一致收敛；而函数列

{(
x−x0

b−x0

)n}
在 x ∈ [a, b]上

关于 n单调且一致有界。由 Abel判别法可知，原级数在 [a, b]上一致收敛。

定理 3.4 (逐项积分)

♥

设
∑∞

n=0 an(x− x0)
n 收敛区间为 I，和函数为 S(x)。则其在 ∀[a, b] ⊂ I 上可积，且可以逐项积分：∫ b

a

S(x)dx =

∫ b

a

∞∑
n=0

an(x− x0)
ndx =

∞∑
n=0

∫ b

a

an(x− x0)
ndx

进一步地，含有变上限的积分形式为：∫ x

x0

S(t)dt =

∞∑
n=0

1

n+ 1
an(x− x0)

n+1

结论：逐项积分后的新级数，其收敛半径 R′ = R。

例题 3.5利用逐项积分性质： ∫ x

0

∞∑
n=0

tn

n+ 1
dt =

∞∑
n=0

xn+1

(n+ 1)2
, x ∈ [−1, 1]

定理 3.5 (逐项求导)

♥

设
∑∞

n=0 an(x−x0)
n的收敛半径R > 0，和函数为 S(x)（x ∈ I）。对其逐项求导得到的级数

∑∞
n=1 nan(x−

x0)
n−1，其收敛区间设为 I ′ ⊂ I。则 S(x)在 I ′ 上可导，且：

S′(x) =

∞∑
n=1

nan(x− x0)
n−1

推论 3.1 (无穷可导性)

♥

若
∑∞

n=0 an(x− x0)
n 的收敛半径 R > 0，则和函数 S(x) ∈ C∞(x0 −R, x0 +R)，且存在任意高阶导数：

S(k)(x) =

∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)an(x− x0)
n−k

3.3 经典例题与推导
例题 3.6求以下幂级数的和函数：
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3.3 经典例题与推导

1. 设 S(x) =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n xn。求导可得：

S′(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn−1 =
1

1 + x
, x ∈ (−1, 1)

积分还原（由连续性及 S(0) = 0）：

S(x) =

∫ x

0

dt

1 + t
= ln(x+ 1), x ∈ (−1, 1]

2. 设 S(x) =
∑∞

n=0
(−1)n

2n+1 x
2n+1。求导可得：

S′(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n =
1

1 + x2
, x ∈ (−1, 1)

积分还原：
S(x) = arctan x, x ∈ [−1, 1]

例题 3.7计算数值级数
∑∞

n=1(n
2 − 1)2−n 的和。

解：原级数可拆分为：
∞∑

n=1

(n2 − 1)2−n =

∞∑
n=1

n(n+ 1)2−n −
∞∑

n=1

2−n

我们先构建相关的辅助幂级数。已知：
∞∑

n=0

xn+1 =
x

1− x

∞∑
n=1

(n+ 1)xn =

(
x2

1− x

)′

或写为
2x− x2

(1− x)2

∞∑
n=1

n(n+ 1)xn−1 =

(
2x

(1− x)2

)′

=
2

(1− x)3
, x ∈ (−1, 1)

代入 x = 1
2，对于第一部分：

∞∑
n=1

n(n+ 1) · 2−n =
1

2

∞∑
n=1

n(n+ 1)

(
1

2

)n−1

=
1

2
· 2

(1− 1/2)3
=

1

2
· 16 = 8

第二部分为等比级数求和：
∞∑

n=1

2−n = 1

故最终结果为：8− 1 = 7。
例题 3.8幂级数解微分方程 证明幂级数 y =

∑∞
n=0

xn

(n!)2 满足常微分方程 (ODE) xy′′ + y′ − y = 0。
解：易知该级数收敛半径 R = ∞，故 y(x) ∈ C∞(R)。逐项求导得：

y′ =

∞∑
n=1

nxn−1

(n!)2

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2

(n!)2

代入微分方程的左边展开：

xy′′ + y′ − y =

∞∑
n=2

n(n− 1)xn−1

(n!)2
+

∞∑
n=1

nxn−1

(n!)2
−

∞∑
n=0

xn

(n!)2

=

∞∑
n=2

n(n− 1)xn−1

(n!)2
+

( ∞∑
n=2

nxn−1

(n!)2
+

1 · x0

(1!)2

)
−

(
x0

(0!)2
+

∞∑
n=1

xn

(n!)2

)
化简常数项（x0 项）： 1

(1!)2 − 1
(0!)2 = 1− 1 = 0。
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3.4 Taylor级数

对于 xn−1 项的系数（其中 n ≥ 2），前两项系数相加为：
n(n− 1)

(n!)2
+

n

(n!)2
=

n2

(n!)2
=

n2

n2 · ((n− 1)!)2
=

1

((n− 1)!)2

而第三项中的级数可平移下标，将
∑∞

n=1
xn

(n!)2 变为
∑∞

n=2
xn−1

((n−1)!)2。因此，各项系数严格抵消为 0，证明完毕。

3.4 Taylor级数
对于函数 f(x)，带有 Peano余项的 Taylor展开为：

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n)

思考：为什么在 x0处与前 n阶导数相同的多项式可以用来逼近 f(x)？前提是 f ∈ C∞((x0 − δ, x0 + δ))。但
是，仅有无穷阶可导并不足以保证 Taylor级数收敛于自身。
例题 3.9非解析的光滑函数 构造如下函数：

f(x) =

e−
1
x2 x 6= 0

0 x = 0

可以证明 f ∈ C∞(R)且在 x = 0处的所有导数均为 0。其 Taylor级数恒为 0，但在 x 6= 0时 f(x) 6= 0。
问题：何时 f(x) =

∑∞
n=0

f(n)(x0)
n! (x− x0)

n 成立？
回答：设 Rn(x) = f(x)−

∑n
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)

k 为 Taylor余项，当且仅当 Rn(x) → 0 (n → ∞)时成立。

定理 3.6

♥

若函数列 {f (n)(x)}n∈N 在邻域 N(x0, δ)上一致有界，则：

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, x ∈ N(x0, δ)

证明 由题意，∃M > 0，使得 ∀n ∈ N及 ∀x ∈ N(x0, δ)，均有 |f (n)(x)| ≤ M。利用 Lagrange余项：

|Rn(x)| =
∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

∣∣∣∣ ≤ M
δn+1

(n+ 1)!

由于 limn→∞
δn+1

(n+1)! = 0，故 |Rn(x)| → 0。
例题 3.10 1. 设 f(x) = ex，则 f (n)(x) = ex, f (n)(0) = 1。对于 ∀δ > 0, x ∈ N(0, δ)，有 |f (n)(x)| ≤ eδ（一致有
界）。因此 ex =

∑∞
n=0

xn

n! (x ∈ R)。
2. 设 f(x) = sinx, g(x) = cosx。显然 |f (n)(x)| ≤ 1, |g(n)(x)| ≤ 1。因此：

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, x ∈ R

例题 3.11对数函数的展开 展开函数 ln(1− x− 2x2)。

ln(1− x− 2x2) = ln((1− 2x)(x+ 1)) = ln(1− 2x) + ln(x+ 1)

ln(1− 2x) = −
∞∑

n=1

(2x)n

n

(
x ∈

[
−1

2
,
1

2

))

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn (x ∈ (−1, 1])

相加合并得：

ln(1− x− 2x2) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 − 2n

n
xn

收敛区间为公共部分
[
− 1

2 ,
1
2

)
。注：若直接对原函数分析其在实数轴的定义域 (1−2x)(x+1) > 0 =⇒ x ∈ (−1, 1

2 )，
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3.5 Stirling公式与边界收敛性分析

其几何中心为 − 1
4。幂级数的收敛区间关于展开点对称。

此外，利用对数展开可得重要级数：

ln
1 + x

1− x
= 2

∞∑
m=0

x2m+1

2m+ 1
, x ∈ (−1, 1)

3.5 Stirling公式与边界收敛性分析

定理 3.7 (Stirling公式)

♥

当 n → ∞时，有：
n! =

√
2πn

(n
e

)n
e

θn
12n , 0 < θn < 1

证明 [核心推导思路]构造数列 an = n!en

nn+1/2，考察其比值：

an
an+1

=
n!en

nn+1/2
· (n+ 1)n+1+1/2

(n+ 1)!en+1
=

(1 + 1
n )

n+1/2

e

取对数得 ln an

an+1
= (n+ 1

2 ) ln(1 +
1
n )− 1。利用 ln 1+x

1−x 的展开式，令 x = 1
2n+1，则

1+x
1−x = 1 + 1

n：

(n+
1

2
) ln

(
1 +

1

n

)
=

2n+ 1

2
· 2

∞∑
m=0

1

2m+ 1

(
1

2n+ 1

)2m+1

=

∞∑
m=0

1

2m+ 1

1

(2n+ 1)2m

显然该级数首项为 1，故 ln an

an+1
> 0，即数列 {an}单调递减。进一步放缩可证：

1 < (n+
1

2
) ln

(
1 +

1

n

)
< 1 +

1

12n(n+ 1)
= 1 +

1

12n
− 1

12(n+ 1)

这表明 ln(ane
− 1

12n )是单调递增的。结合单调有界定理，limn→∞ an = a存在。最后结合Wallis公式
(
limn→∞

(2n)!!
(2n−1)!!

1√
n
=

√
π
)

可求得极限常数 a =
√
2π。

例题 3.12收敛区间与端点敛散性 求幂级数
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)!X
n 的收敛区间。

解：使用达朗贝尔判别法考察系数 an = (n!)2

(2n)!：∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ = (n!)2

(2n)!

(2n+ 2)!

((n+ 1)!)2
=

(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)2
=

2(2n+ 1)

n+ 1

limn→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ = 4，故收敛半径 R = 4，内部收敛域为 (−4, 4)。

当 X = 4时，考察级数
∑ (n!)2

(2n)!4
n 的通项，利用 Stirling公式 n! ∼

√
2πn(ne )

n：

(n!)2

(2n)!
4n ∼

2πn
(
n
e

)2n
√
4πn

(
2n
e

)2n · 4n =
2πn√
4πn

· n2n

(2n)2n
· 4n =

√
πn

由于 limn→∞ an4
n = limn→∞

√
πn 6= 0，通项不趋于零，故在端点 X = 4处发散。同理在 X = −4处发散。
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K第 3章练习k

1. 求下列幂级数的收敛区间:

(a)
∞∑

n=1

3nx3n

n!

(b)
∞∑

n=1

xn

n ln(1 + n)

(c)
∞∑

n=1

[3 + (−1)n]n

n
xn

(d)
∞∑

n=1

xn

an + bn
, (a, b > 0)

2. 求下列级数的和函数:

(a)
∞∑

n=1

nxn

(b)
∞∑

n=1

n2xn

(c)
∞∑

n=2

xn

n(n− 1)

3. 求以下级数的和函数:
∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
xn

4. 求常数项级数的和:
∞∑

n=1

1

n! + (n+ 1)!

5. 求常数项级数的和:
∞∑

n=1

n+ 1

2nn!

6. 求幂级数
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
x2n 的收敛域与和函数，并求以下数值级数的和:

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2n
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第 4章 Fourier分析

4.1 Fourier系数
Fourier级数是一类特殊的三角级数，它的特殊性在于其系数是从某个可积函数出发，经过 Euler-Fourier公

式计算出来的。

4.1.1 Fourier系数的计算公式

设 f 是以 2π为周期的函数，且在 [−π, π]上可积（和绝对可积）。计算 f 的 Fourier系数的 Euler-Fourier公
式为：

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . (4.1)

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . (4.2)

如果三角级数 a0

2 +
∑∞

n=1(an cosnx+ bn sinnx)中的系数满足上述公式，则称该三角级数是 f 的 Fourier级
数，记为：

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (4.3)

注记号“∼”仅表明右边的系数 an, bn与左边的函数 f 之间满足积分计算关系。公式 (4.3)右边的级数是否收敛，
以及收敛时其和函数是否等于 f(x)，需要依赖如 Dirichlet条件等另行讨论。

命题 4.1

♠一致收敛的三角级数，必是其和函数的 Fourier级数。

注
1. 延拓：当 f 的定义域是某个长度为 2π的区间时，可先将其延拓成周期函数再展开。
2. 偶函数 (余弦级数)：若 f 为偶函数，则所有 bn = 0，且有：

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . .

求余弦级数做偶延拓。
3. 奇函数 (正弦级数)：若 f 为奇函数，则所有 an = 0，且有：

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . .

求正弦级数做奇延拓。



4.2 Fourier级数的收敛性

4.2 Fourier级数的收敛性

定理 4.1 (Fejer定理)

♥

如果以 2π 为周期的函数 f 在 [−π, π]上可积和绝对可积，并且在点 x0 处有左、右极限 f(x+
0 )与 f(x−

0 )，
则 f 的 Fourier级数在点 x0 处在 Cesàro意义下收敛于

1

2
[f(x+

0 ) + f(x−
0 )].

特别是当 f 于点 x0 连续时，则 Fourier级数在点 x0 的 Cesàro和就等于 f(x0)。

命题 4.2

♠

设以 2π 为周期的函数 f 在 [−π, π]上可积和绝对可积，点 x0 是 f 的连续点或第一类间断点。如果 f 的
Fourier级数在点 x0 处收敛，则它一定收敛于

1

2
[f(x+

0 ) + f(x−
0 )].

4.2.1 Fourier系数的几何意义

定义 4.1

♣

称函数列 {fn}于区间 [a, b]上平方平均收敛于 f，若成立

lim
n→∞

∫ b

a

|fn(x)− f(x)|2 dx = 0.

Fourier系数看似纯粹的积分运算，实则有着极深的几何背景。我们将周期为 2π的可积平方函数集合视为一
个内积空间。引进正交概念：如果 ∫ π

−π

f(x)g(x) dx = 0

就称 f 和 g正交。在这个定义下，三角函数系 {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . }中任意两个不同函数均正交，构
成正交函数系。

我们考虑用 n次三角多项式：

Tn(x) =
A0

2
+

n∑
k=1

(Ak cos kx+Bk sin kx)

来逼近函数 f(x)，按“平方平均意义”定义逼近误差（距离的平方）：

d2(f, Tn) =
1

2π

∫ π

−π

[f(x)− Tn(x)]
2 dx

命题 4.3 (Fourier系数的最优性)

♠

设 f 是 [−π, π]上的可积和平方可积函数，Tn(x)是任意 n次三角多项式，Sn(x)是 f 的 Fourier级数的部
分和：

Sn(x) =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

则有 d2(f, Sn) ≤ d2(f, Tn)，等号成立当且仅当 A0 = a0, Ak = ak, Bk = bk (k = 1, . . . , n)。
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4.2 Fourier级数的收敛性

证明 直接按照定义计算，并利用三角函数系的正交性展开配方：

2πd2(f, Tn) =

∫ π

−π

[f(x)− Tn(x)]
2 dx

=

∫ π

−π

f2(x) dx− 2

∫ π

−π

f(x)Tn(x) dx+

∫ π

−π

T 2
n(x) dx

=

∫ π

−π

f2(x) dx− πa0A0 − 2π

n∑
k=1

(akAk + bkBk) +
πA2

0

2
+ π

n∑
k=1

(A2
k +B2

k)

=

∫ π

−π

f2(x) dx− πa20
2

− π

n∑
k=1

(a2k + b2k)

+ π

{
(A0 − a0)

2

2
+

n∑
k=1

[
(Ak − ak)

2 + (Bk − bk)
2
]}

≥
∫ π

−π

f2(x) dx− πa20
2

− π

n∑
k=1

(a2k + b2k) = 2πd2(f, Sn)

当且仅当平方项全部为 0时，取等号。
注 Euler-Fourier公式在几何上代表了 f 到三角函数基底上的正交投影。而 Sn就是 f 投影到所有 Tn构成的线性
子空间上的垂足，由勾股定理（或投影定理）可知，Sn 必然是距离 f 最近的点。

定理 4.2 (Bessel不等式)

♥

若 f 于区间 [−π, π]上可积和平方可积，且 f(x) ∼ a0

2 +
∑∞

n=1(an cosnx+ bn sinnx)，则有：

a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n) ≤
1

π

∫ π

−π

f2(x) dx (4.4)

证明 由最优性的证明过程可知，无论 n取何值，距离平方 2πd2(f, Sn) ≥ 0，即：∫ π

−π

f2(x) dx− πa20
2

− π

n∑
k=1

(a2k + b2k) ≥ 0

移项并令 n → ∞，即得 Bessel不等式。由于该正项级数的部分和有上界，故级数收敛。
注

1. 由 Bessel不等式级数收敛可知，通项必然趋于零，即 limn→∞ an = 0, limn→∞ bn = 0（Riemann-Lebesgue
引理的最直接推论）。

2. 由此可知，当 0 < p ≤ 1
2 时，三角级数

∑∞
n=1

sinnx
np 和

∑∞
n=1

cosnx
np 不可能是任何平方可积函数（L2 空间）

的 Fourier级数，因为其系数平方和
∑

1
n2p 在 2p ≤ 1时是发散的。

从 Bessel不等式的证明已知

2πd2(f, Sn) =

∫ π

−π

f2(x) dx− πa20
2

− π

n∑
k=1

(a2k + b2k),

因此，若 limn→∞ d2(f, Sn) = 0，则 Bessel不等式中的不等号就可换为等号。这就是 Parseval（帕塞瓦尔）等式，
它又称为封闭性方程，是 Fourier级数中最重要的公式之一。

命题 4.4 (Parseval等式)

♠

设 f 在 [−π, π]上可积和平方可积，且

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

则有下列 Parseval等式成立：
a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n) =
1

π

∫ π

−π

f2(x) dx.
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例题 4.1证明：任意三角多项式 Pn(x) =
A0

2 +
∑n

k=1(Ak cos kx+Bk sin kx)的 Fourier级数就是其本身。
证明：设 Pn(x)的 Fourier系数为 am, bm。由积分的正交性：

am =
1

π

∫ π

−π

Pn(x) cosmxdx =

Am, 0 ≤ m ≤ n

0, m > n

同理 bm = Bm (m ≤ n)，且 bm = 0 (m > n)。因此 Pn(x)展开后仍为原级数。这也验证了一致收敛的三角级数
必为其自身和函数的 Fourier级数。

K第 4章练习k

1. 已知函数

f(x) =

0, 0 ≤ x < 1
2 ,

x2, 1
2 ≤ x ≤ 1

的 Fourier级数为
+∞∑
n=1

bn sinnπx，S(x)是级数
+∞∑
n=1

bn sinnπx的和函数，则 S
(
7
2

)
= ( )

2. f(x) = 1 + x,且 f(x) =
∑∞

n=1 an cosnx, x ∈ [0, 2π],求 limn→∞ n2 sin a2n−1
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第 5章 多元函数微分学

5.1 Rn中的拓扑

这部分内容不做过多阐述，大家自行复习一下诸如开集、闭集、凸集、紧集、连通、道路连通这样的概念。
同时要注意一下，Rn 中的实数系基本定理：Cauchy收敛准则、区间套定理、聚点定理、有限覆盖定理。

5.2 多元函数的极限、连续性与可微性
接下来会给出一些例子，来理解这些概念间的关系。

例题 5.1举例说明：两个累次极限存在且相等与二重极限存在互不蕴涵。
例题 5.2举例说明：各方向极限存在且相等与两个累次极限存在且相等互不蕴涵。
例题 5.3存在函数 f(x, y)，它在 (x0, y0)附近有定义，且对任何满足 limx→x0

φ(y) = y0的形如 y = φ(x)的连续
曲线，均有 limx→x0 f [x, φ(x)] = A，但 lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)不存在.

考察函数

f(x, y) =

1, x = 0,

0, x 6= 0.

则对任何连续函数 y = φ(x)，若 limx→0 φ(x) = 0，则有

lim
x→0

f [x, φ(x)] = 0.

然而 lim(x,y)→(0,0) f(x, y)并不存在.
例题 5.4分别对各个变量连续的间断函数
设

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

则对任意固定的 y，f(x, y)是 x的连续函数；而对任意固定的 x，f(x, y)是 y 的连续函数. 但是，f(x, y)在点
(0, 0)处并不连续，因为当 (x, y) → (0, 0)且 x = y时，f(x, y)并不趋于 f(0, 0) = 0.

5.2.1 偏导数

设 D ⊂ R2, f : D → R，(x0, y0) ∈ D为内点。固定 y0，若极限

lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

存在，则称 f 在 (x0, y0)关于 x的偏导数存在，记为
∂f

∂x
(x0, y0).

类似可定义
∂f

∂y
(x0, y0).

更一般地，设 f : D ⊂ Rd → R，x0 ∈ D为内点。记 ej 为 Rd 中第 j 个标准基向量，则

∂f

∂xj
(x0) = lim

t→0

f(x0 + tej)− f(x0)

t
, j = 1, . . . , d,

若该极限存在，则称其为 f 在 x0 关于第 j 个变量的偏导数。
例题 5.5举例说明：函数的连续性和偏导数存在性互不蕴涵。



5.2 多元函数的极限、连续性与可微性

5.2.2 方向导数

设 f : D ⊂ Rd → R，x0 ∈ D为内点，v ∈ Rd 为单位向量。令

x = x0 + tv, t ≥ 0.

若极限

lim
t→0+

f(x0 + tv)− f(x0)

t

存在，则称 f 在 x0 关于方向 v的方向导数存在，记为
∂f

∂v
(x0).

5.2.3 Fréchet导数

定义 5.1 (Fréchet可微)

♣

设 f : D ⊂ Rd → R，x0 ∈ D为内点。若存在一个线性映射

L : Rd → R

使得
f(x) = f(x0) + L(x− x0) + o

(∣∣x− x0
∣∣), x → x0,

则称 f 在 x0 处 Fréchet可微，L称为 f 在 x0 处的 Fréchet导数，记为

Df(x0) = L.

若将 L写作行矩阵，则
L = A1×d = (a1, . . . , ad).

5.2.3.1 Fréchet导数的基本性质

若 f 在 x0 处可微，则有：
1. f 在 x0 处连续。
2. 各偏导数存在，并且

∂f

∂xj
(x0) = aj , j = 1, . . . , d.

3. 对任意单位向量 v = (v1, . . . , vd)
T，方向导数存在，并且

∂f

∂v
(x0) = L(v) =

d∑
j=1

ajvj =

d∑
j=1

∂f

∂xj
(x0)vj .

定理 5.1 (由偏导连续推出可微)

♥

设 f : D ⊂ Rd → R，D为开集。若
∂f

∂xj
, j = 1, . . . , d,

在 D上存在，且在 x0 ∈ D处连续，则 f 在 x0 处可微。

由此可得到证明一个函数 f(x, y)在点 (x0, y0)不可微的常用方法如下：
1. f(x, y)在 (x0, y0)点至少有一个偏导数不存在；
2. f(x, y)在 (x0, y0)点不连续；
3. 从定义出发证明 ∆f − fx(x0, y0)∆x− fy(x0, y0)∆y 6= o(r)。

例题 5.6用定义证明：(xy)
5
7 在原点处可微。
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5.2 多元函数的极限、连续性与可微性

5.2.4 向量值映射的 Fréchet导数

设
F : D ⊂ Rd → Rℓ, F = (f1, . . . , fℓ)

T.

若存在线性映射 L : Rd → Rℓ 使

F (x) = F (x0) + L(x− x0) + o
(∣∣x− x0

∣∣),
其中

o
(∣∣x− x0

∣∣) = ε(x)
∣∣x− x0

∣∣ , lim
x→x0

ε(x) = 0 ∈ Rℓ,

则称 F 在 x0 处可微，且
DF (x0) = L.

若写成矩阵形式，则

L = Aℓ×d =

(
∂fi
∂xj

(x0)

)
ℓ×d

.

5.2.4.1 Fréchet导数的运算法则

1. 线性性质：若 f, g在 x0 处可微，则线性组合也在 x0 处可微，并满足相应的线性运算法则。
2. 乘法法则：若 f, g : D → R在 x0 ∈ D处可微，则 fg在 x0 处可微，且

D(fg)(x0) = g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(x0).

定理 5.2 (链式法则)

♥

设 D ⊂ Rd，Ω ⊂ Rℓ 为开集，
f : D → Ω, g : Ω → Rm.

记
h = g ◦ f : D → Rm, y0 = f(x0).

若 f 在 x0 处可微，g在 y0 处可微，则 h在 x0 处可微，并且

Dh(x0) = Dg(y0) ◦Df(x0).

矩阵形式为 (
∂hi

∂xj
(x0)

)
m×d

=

(
∂gi
∂yk

(y0)

)
m×ℓ

(
∂fk
∂xj

(x0)

)
ℓ×d

.

因此
∂hi

∂xj
(x0) =

ℓ∑
k=1

∂gi
∂yk

(y0)
∂fk
∂xj

(x0).

5.2.5 线性映射的范数

设
L : Rd → Rℓ

为线性映射，其矩阵表示为
L = Aℓ×d = (aij)ℓ×d.

定义

‖L‖ = max
|x|=1

|L(x)| = max
x∈Rd\{0}

|L(x)|
|x|

,
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5.2 多元函数的极限、连续性与可微性

称为 L的范数。矩阵的 Frobenius范数记为

‖A‖2 =

∑
i,j

a2ij

1/2

.

有
‖A‖2√

d
≤ ‖L‖ ≤ ‖A‖2 ,

并且对任意 x ∈ Rd，
|L(x)| ≤ ‖L‖ |x| .

5.2.6 中值定理

定理 5.3 (微分中值定理)

♥

设 f : D ⊂ Rd → R，D为开集，f 在 D上可微。若 x, y ∈ D且线段 xy ⊂ D，则存在

ξ ∈ xy

使得
f(y)− f(x) = Df(ξ)(y − x).

命题 5.1 (向量值情形)

♠

设 F : G ⊂ Rn → Rm，G为开集，F 可微。若 x, y ∈ G，x 6= y，且 xy ⊂ G，则对任意 a ∈ Rm，存在
z ∈ xy，使得

a ·
(
F (y)− F (x)

)
= a · JF (z)(y − x).

证明 [提示]令
φ(t) = a ·

(
F (x+ t(y − x))− F (x)

)
, t ∈ [0, 1],

再对 φ应用一元函数的中值定理。

定理 5.4 (拟微分中值定理)

♥

设 D ⊂ Rn 为凸集，f : D → Rm 在 D上可微。若 a, b ∈ D，则存在 θ ∈ (0, 1)，使得

|f(b)− f(a)| ≤ ‖Df(a+ θ(b− a))‖ |b− a| .

证明 [提示]令
φ(t) = 〈f(a+ t(b− a))− f(a), f(b)− f(a)〉 , t ∈ [0, 1],

并使用一元函数的中值定理与 Cauchy–Schwarz不等式。

5.2.7 极值点与驻点

设 x0 ∈ D为内点，f : D ⊂ Rd → R，x0 为 f 的极值点。若 f 在 x0 处各偏导数存在，则
∂f

∂xi
(x0) = 0, i = 1, . . . , d.

若
∇f(x0) = 0 ∈ Rd,

则称 x0 为 f 的驻点。
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5.3 条件极值与最值

定理 5.5 (二阶判别法)

♥

设 D ⊂ Rd 为开集，f : D → R，x0 ∈ D为驻点。若 f 在 x0 处二阶可微，记 Hessian矩阵为

D2f(x0) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x0)

)
d×d

,

则：
1. 若 D2f(x0)正定，则 x0 为 f 的极小值点；
2. 若 D2f(x0)负定，则 x0 为 f 的极大值点；
3. 若 D2f(x0)不定，则 x0 不是 f 的极值点；
4. 若 D2f(x0)半正定或半负定，则该方法无法判断。

5.2.8 Clairaut–Schwarz定理

定理 5.6 (Clairaut–Schwarz)

♥

设 Ω ⊂ Rn 为开集，n ≥ 2，f : Ω → R。若 i 6= j，且在 Ω上有关偏导数存在并满足相应连续性条件，则
混合偏导数可交换，即对任意 x ∈ Ω，

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
(x) =

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(x).

也即
∂2f

∂xi∂xj
(x) =

∂2f

∂xj∂xi
(x).

5.2.9 反函数定理与隐函数定理

定理 5.7 (反函数定理)

♥

设 U 是 Rm的开集，F : U → Rm是 Ck(k ⩾ 1)映射。弱 a ∈ U ,且DF (a)非奇异，则存在 a的一个开邻
域W ⊂ U ,使得 FW → F (W ) = V 为 Ck 微分同胚；且若 x ∈ W,y = F (x),则 F−1 在 y的微分为

DF−1(y) = (DF (x))−1

推论 5.1 (隐函数定理)

♥

设 U, V 分别为 Rm,Rn 中的开子集，映射 f : U × V → Rn 是 Ck(k ⩾ 1). 若对于 x0 ∈ U, y0 ∈ V, 映
射 y 7→ f(x0, y) 在 y0 的微分 D2f(x0, y0) 非奇异，则存在 x0 的邻域 U0 ⊂ U 及唯一确定的 Ck 映射
g : U0 → Rn,使得 g(x0) = y0,且对于一切 x ∈ U0,有

f(x, g(x)) = f(x0, y0)

例题 5.7利用依据说明 ex+y+1 − x2y = e可以确定唯一的隐函数 y = y(x)，并求 dy
dx

∣∣∣
x=0
和 d2y

dx2

∣∣∣
x=0
．

5.3 条件极值与最值
在满足约束条件 φi(x1, x2, · · · , xn) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m, m < n)时，求函数 f(x1, x2, · · · , xn)的极值问题，

可归结为对 Lagrange函数

L(x1, x2, · · · , xn) = f(x1, x2, · · · , xn) +

m∑
i=1

λiφi(x1, x2, · · · , xn) (5.1)

求普通函数极值的问题，其中 λi (i = 1, 2, · · · ,m)为常数因子．这种方法称为 Lagrange乘子法．
1. 作出 Lagrange函数；
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5.4 偏导数在几何上的应用

2. 由 Lxi = 0 (i = 1, 2, · · · , n)与 φi = 0 (i = 1, 2, · · · ,m)联立解出 L的全部驻点与 λi (i = 1, 2, · · · ,m)的具
体值，并要求驻点处矩阵 

∂φ1

∂x1

∂φ1

∂x2
· · · ∂φ1

∂xn

∂φ2

∂x1

∂φ2

∂x2
· · · ∂φ2

∂xn
...

...
...

∂φm

∂x1

∂φm

∂x2
· · · ∂φm

∂xn


(5.2)

的秩为m；

3. 对每个驻点 p0，算出 Hesse矩阵 H(p0) =

(
∂2L

∂xi∂xj

)
n×n

(p0)．

(1) 若 H(p0)正定，则 p0 为（条件）极小值点；
(2) 若 H(p0)负定，则 p0 为（条件）极大值点；
(3) 若 H(p0)既不是正定，也不是负定，则由

dφi(x1, x2, · · · , xn) =
∂φi

∂xi
dxi = 0, i = 1, 2, · · · ,m

以及矩阵的秩为 m，解出 dx1, dx2, · · · , dxn 中的 m 个．不妨设可解出 dx1, dx2, · · · , dxm，将其代

入 n 元二次型
(
dx1

∂

∂x1
+ dx2

∂

∂x2
+ · · ·+ dxn

∂

∂xn

)2

L(p0) 中，化为二次型
∑n−m

i,j=1 aijdxidxj．令

A = (aij)(n−m)×(n−m)．若 A是正定的，则 p0为（条件）极小值点．若 A是负定的，则 p0为（条件）
极大值点．若 A是不定的，则 p0 不是（条件）极值点．若 A是半定的，则需进一步判定．

如此看来，若出现 H(p0)既不正定，也不负定的情况下，讨论将相当复杂．
例题 5.8利用条件极值证明点到平面距离公式。
例题 5.9设 p ⩾,求 f(x, y) = 1

2 (x
p + yp) = C > 0在 x ≥ 0, y ≥ 0的最小值。

5.4 偏导数在几何上的应用

5.4.1 空间曲线的切向量、切线与法平面

设空间曲线 Γ 在点 P0(x0, y0, z0)处的切向量为：

τ⃗ = (τx, τy, τz)

则曲线在点 P0 处的切线方程为：
x− x0

τx
=

y − y0
τy

=
z − z0
τz

曲线在点 P0 处的法平面方程为：

τx(x− x0) + τy(y − y0) + τz(z − z0) = 0

5.4.1.1 1. 曲线由参数方程给出

若曲线 Γ 的参数方程为： 
x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

(a ⩽ t ⩽ b)

其中 t为参数，x(t), y(t), z(t)在 [a, b]上连续且导数不同时为 0．这样的曲线称为光滑曲线．

33



5.4 偏导数在几何上的应用

对应于 t = t0 的点为 P0(x0, y0, z0) = (x(t0), y(t0), z(t0))，则其切向量可表示为：

τ⃗ = (x′(t0), y
′(t0), z

′(t0))

5.4.1.2 2. 曲线由一般方程（两个曲面的交线）给出

若曲线 Γ 表示为两个曲面的交线： F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0

其中 F,G关于 x, y, z具有连续偏导数．点 P0(x0, y0, z0)满足该方程组，即 F (x0, y0, z0) = 0, G(x0, y0, z0) = 0．
且 F,G在点 P0 处的 Jacobi矩阵：

J =


∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z
∂G

∂x

∂G

∂y

∂G

∂z


的秩为 2，则 Γ 在点 P0 处的切向量为：

τ⃗ =

(
∂(F,G)

∂(y, z)

∣∣∣∣
P0

,
∂(F,G)

∂(z, x)

∣∣∣∣
P0

,
∂(F,G)

∂(x, y)

∣∣∣∣
P0

)
其中各项显式写开为行列式形式：

τ⃗ =

∣∣∣∣∣Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣∣
P0

,

∣∣∣∣∣Fz Fx

Gz Gx

∣∣∣∣∣
P0

,

∣∣∣∣∣Fx Fy

Gx Gy

∣∣∣∣∣
P0


5.4.2 曲面的法向量、法线与切平面

设曲面Σ上有一点 P0(x0, y0, z0)．若曲面在点 P0处存在一个不为零的向量与该点处的一切切线都正交，则
称该向量为曲面在点 P0 处的法向量，记为 n⃗．
通过点 P0 且以 n⃗为方向向量的直线称为曲面在该点处的法线；通过点 P0 且与法线垂直的平面称为曲面在

该点处的切平面．

5.4.2.1 1. 曲面由隐式方程给出

若曲面 Σ 的方程为：
F (x, y, z) = 0

其中函数 F (x, y, z)具有连续偏导数，且在点 P0(x0, y0, z0)处的偏导数不同时为 0．
则曲面 Σ 在点 P0 处的法向量为：

n⃗ = (Fx(P0), Fy(P0), Fz(P0))

此时，曲面在点 P0 处的切平面方程为：

Fx(P0)(x− x0) + Fy(P0)(y − y0) + Fz(P0)(z − z0) = 0

法线方程为：
x− x0

Fx(P0)
=

y − y0
Fy(P0)

=
z − z0
Fz(P0)

5.4.2.2 2. 曲面由显式方程给出

若光滑曲面 Σ 的方程为：
z = f(x, y)
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5.4 偏导数在几何上的应用

对应地，可以将其看作隐式方程 F (x, y, z) = f(x, y)− z = 0的特殊情况。
由于 Fx = fx, Fy = fy, Fz = −1，故曲面在点 P0(x0, y0, z0)处的法向量可取为：

n⃗ = (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1)

此时，曲面在点 P0 处的切平面方程为：

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

法线方程为：
x− x0

fx(x0, y0)
=

y − y0
fy(x0, y0)

=
z − z0
−1
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第 6章 多元函数积分学

6.0.1 Fubini定理（重积分化为累次积分）

定理 6.1

♥

设X ⊂ Rm和 Y ⊂ Rn为有界闭区间，X × Y ⊂ Rm+n为它们的直积。若函数 f : X × Y → R在X × Y

上可积，则以下积分同时存在且彼此相等：∫∫
X×Y

f(x, y) dxdy =

∫
X

(∫
Y

f(x, y) dy

)
dx =

∫
Y

(∫
X

f(x, y) dx

)
dy

6.0.2 重积分的变量替换定理

定理 6.2

♥

设 V, U ⊂ Rd为开集，φ ∈ C1(V, U)是同胚映射，且其微分 Dφ(t)处处可逆。设 Ω ⊂ U 为 Jordan可测紧
集，f ∈ R(Ω)且有界。记 D = φ−1(Ω)，g(t) = f(φ(t)) · | detDφ(t)|。
则满足以下结论：

1. D ⊂ V 是 Jordan可测的；
2. g ∈ R(D)；
3. 变量替换公式成立： ∫

Ω

f(x) dx =

∫
D

f(φ(t)) · |detDφ(t)| dt

特别地，当 f(x) ≡ 1时，可得区域 Ω的 Jordan测度（体积）为：

v(Ω) =

∫
D

|detDφ(t)| dt

6.0.3 Green公式

定理 6.3

♥

设R2中的有界闭区域D的边界 ∂D是由有限条分段光滑的简单闭曲线组成。约定C = ∂D = C1∪· · ·∪Cn

取正向（即人沿曲线行走时，区域 D总在左侧）。
若函数 P,Q ∈ C1(D)，则有：∫

∂D

P dx+Q dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

6.0.4 Gauss公式（高斯散度定理）

定理 6.4

♥

设 R3 中的有界闭区域 Ω，其边界 ∂Ω = Σ是由有限个分片光滑的简单闭曲面组成。
取 Σ的外法线方向。若函数 P,Q,R ∈ C1(Ω)，则有：∫∫

∂Ω

P dydz +Q dzdx+R dxdy =

∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz

右端被积函数亦可简记为场论中的散度：divA⃗，其中 A⃗ = (P,Q,R)。



6.0.5 Stokes公式

定理 6.5

♥

设 Σ ⊂ R3为连通的 C2类光滑可定向曲面，其边界 ∂Σ = Γ 是分段光滑的简单闭曲线。曲面法向量的指
向与边界曲线的绕行方向满足右手螺旋法则。
若函数 P,Q,R ∈ C1(Σ)，则有：

∫
∂Σ

P dx+Q dy +R dz =

∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
亦可展开为显式形式：

=

∫∫
Σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

左端被积函数可简记为场论中的旋度：rotA⃗（或 curlA⃗）。

定理 6.6 (一般形式的 Stokes)

♥

设 Ω是 Rn 中连通紧区域，其边界 ∂Ω由有限个 (n − 1)维 C2 类分片光滑超曲面组成，ω ∈ Λn−1(Ω)是
C1 类微分形式，则 ∫

∂Ω

ω =

∫
Ω

dω.
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一、重积分计算

1. 计算下面重积分:
(a).

∫∫
D
(2xy + x2) dxdy,其中 D是由 y = x, y = 2x, y = 2围成的区域;

(b).
∫∫

D
x2y dxdy,其中 D = {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 1}.

2. 计算下面重积分:
(a).

∫∫
D
cos x−y

x+y dxdy,其中 D是由 x+ y = 1, x = 0, y = 0围成的区域;
(b).

∫∫
D
(x2 − y2) dxdy,其中 D是由曲线 (x2 + y2)2 = 2a2xy围成的区域,其中 a > 0是常数;

(c).
∫∫∫

Ω
(x+ y2 + z3) dxdydz,其中 Ω是椭球体 x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1.

二、曲线与曲面积分证明题

1. 设 f(x)连续可微, L为逐段光滑闭曲线,证明:
(a).

∮
L
f(xy)(y dx+ x dy) = 0;

(b).
∮
L
f(x2 + y2)(x dx+ y dy) = 0.

三、曲线与曲面积分计算题

1. 求解下列各题:
(a). 求

∫
L

e2x ln(1+e2x)√
1+e2x

ds,其中 L : y = ex, x ∈ [0, 1].

(b). 求
∫∫∫

V
z dxdydz,其中 V 是 x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1与 z ≤ 0的相交区域.
(c). 求

∮
L

(x−y)dx+(x+4y)dy
x2+4y2 ,其中 L是 |x|+ |y| ≤ 2的边界,方向沿逆时针方向.

(d). 求
∫∫

S
x dydz + y dzdx+ z dxdy,其中 S = {(x, y, z) ∈ R3 | x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 = 1}.

1. 计算曲面积分
I =

∫∫
S

x dydz + y dzdx+ z dxdy

(ax2 + by2 + cz2)3/2

其中 S 是球面 x2 + y2 + z2 = 1的外侧,常数满足 a > 0, b > 0, c > 0.

2. 试用 Stokes公式计算
I =

∮
C

(y2 + z2) dx+ (z2 + x2) dy + (x2 + y2) dz

其中 C 为球面 x2 + y2 + z2 = 2Rx与圆柱面 x2 + y2 = 2rx的交线 (0 < r < R, z > 0), C 的定向使得 C 所
包围的球面上较小区域保持在左边.
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