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答案仅供参考！

注：可以画图求面积求这个定积分，更容易一点

一、计算题
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注：2020期末第一题.

注：此题也可以用Cantor定理和Lagrange中值定理证出。

二、叙述确界原理，并利用确界原理证明：
若有界函数f(x)在(0, 1)上单调递增，则极限 ​f(x)存在
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lim

确界原理：非空有界数集必存在确界
单侧极限存在的证明：设E = {f(x)∣x ∈ (0, 1)}
易知E有上界f(1),且E非空，所以E存在上确界A.
由上确界的性质，∀ϵ > 0,存在x ​ ∈0 (0, 1), f(x ​) >0 A − ϵ

则对∀ϵ > 0, ∃δ = 1 − x ​ >0 0,当1 − δ < x < 1即x ​ <0 x < 1时，由f(x)的单调性有：

A + ϵ > A(上确界) > f(x) > f(x ​) >0 A − ϵ

⇒ ∣f(x) − A∣ < ϵ，所以单侧极限存在
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2.已知f(x)在x = 0处连续，讨论f (x)在x =′ 0处的连续性
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因此f (x)在x =′ 0处连续

四、叙述函数f(x)在区间I上一致连续的定义，并证明f(x) = x 在[0, +∞)上一致连续​2023
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注：这种用极限定义来约束无穷处函数状态的手法还是很常见的。

.

注：书本

五、已知连续的非常值函数f(x)满足 : ​f(x) =
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f(0),证明：f(x)在[0, +∞)上有最大值或者最小值。
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特别地，取ϵ = f(1) − f(0),则f(x) − f(0) < f(1) − f(0)
⇒ f(x) < f(1)(x > X)
考虑f(x)在闭区间[0,X]上连续，所以一定存在最大值M = f(x ​)0

x ∈ [0,X],M ≥ f(x)
x ∈ [X, +∞),M ≥ f(1) ≥ f(x)
显然M为f(x)在[0, +∞)上的最大值。
注：若f(1) < f(0),类似可证f(x)存在最小值，所以可以"不妨".

六、叙述闭区间套定理，并利用闭区间套定理证明闭区间上的连续函数的零点存在性定理：
f(x)在[a, b]上连续，且f(a)f(b) < 0,则∃x ∈ (a, b)满足f(c) = 0.
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对f(x)进行如下操作，设a ​ =0 a, b ​ =0 b，不妨f(a) < 0, f(b) > 0.
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对i = 0, 1, ...,n进行如上操作，如果某一次找到c，则得证，如果均没有找到

则得到一个闭区间套，b ​ −n a ​ =n ​ →
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且f(a ​)f(b ​) <n n 0,令n → ∞,由闭区间套定理和f(x)的连续性可以知道：f (ξ) ≤′ 0
则只能f(ξ) = 0, ξ ∈ (a, b)即所寻找的c
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七、已知f(x)在(−1, 2)上二阶连续可导，且f ( ​) =′
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注：题目中的"二阶连续可导"提示用泰勒展开式也是可以的。

在x = ​处应用带Lagrange余项的Taylor展开式将f(x)展开到2阶
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即证得：∣f (ξ)∣ ≥′′ 4∣f(1) − f(0)∣.

八、已知f(x)在[0, 1]上二阶连续可导，证明：
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(0, 1).(此处用积分第一中值定理)

注意此时得到的式子只是形式上和结果有差异，故整理成题目中结论所要求的形式
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