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2022-2023学年秋冬学期竺院数学I辅学授课  

写在前面  
当你看到这一段话的时候，也许此时距离期末考试的时间已经不多了。我们如何抓住最后的时光，进一

步巩固和复习数学分析的知识呢？

基础定理的定义

课本出现的例题

历年考试的试卷

以上内容中以课本基础知识为首要，在牢固掌握基础知识和定理概念的基础上通过适当习题的训练有助

于帮助大家在考场上快速应对考试题目，取得理想的成绩。

本文档中的内容以基础知识梳理为主，主要用于帮助期末补天。如果您已经完成了上面所提及的三部分

内容的梳理，或觉得基础知识已经非常牢固的话，这份材料可能并不适合您，您也可以选择在课外参考

更多的题目与材料进一步提升自己。

 

数列极限  
【上界】：设 是一个非空数集，如果 ，使得 ，则称 是 的一个上界

【上确界】：

1. 是数据 的上界：

2. 任何小于 的数不是数集 的上界：

 

【下界】：设 是一个非空数集，如果 ，使得 ，则称 是 的一个下界

【下确界】：

1. 是数据 的下界：

2. 任何大于 的数不是数集 的下界：

 

【确界原理】

非空有上(下)界的数集，必有上(下)确界。

 

【例题】
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设 为 上的有界函数，证明

1. 
2. 

解析

1. 此题的关键在于理清上下确界与函数之间的联系，同时明白，上下确界只是一个数，是可以
进行放缩的。

2. 与1. 相同

 

【2021-数学分析期末】

设 在 上有定义，证明：

解析

（思路）

对于确界的证明，我们并没有许多太好的方法，只能是利用确界的定义和放缩来完成。这里，

的上下确界都是一个确定的数，我们只需要证明 在[0,1]的上确界就是
即可。

证明上确界时，根据定义分别证明两条性质，分步写出即可完成证明

（其他学长的解答）

 

 

【数列极限定义】

设{ }是一个数列，若存在确定的数 ，对 , 总 ，使当  时, 都有 , 则
称数列{ }收敛于 , 定数 称为数列{ }的极限, 记为 否则称数列{ }不收敛.

 

【数列极限性质】

1. 惟一性  若数列收敛，则它只有一个极限
2. 有界性  若数列收敛，则存在正数 ，使得

3. 保号性  
4. 保不等式性  
5. 迫敛性（夹逼定理） ， ，那么

【数列极限的四则运算】



加法、减法、乘法、除法（注意成立的条件：极限存在！）

 

【2021-数学分析期末】

证明：无上界数列必存在发散于无穷大的子列

解析

（思路）

在这一题中，由于题目要求我们证明的是存在性，因此我们可以通过构造一个发散于无穷大的子列
来证明存在性。

根据定义，无上界数列对任意正整数 ，都数列中都存在无穷多项大于 。对于我们所构造数列

的第 项，我们总能够在原数列的 项之后的无穷项中找到一项比 更大。因此，最终该数列会

发散到正无穷

（其他学长的解答）

 

 

【Cauchy准则】

数列 收敛，当且仅当，对于任意给定的 ，存在正整数N，使得当任意 时，都有

成立。

（注意点）：这里的 是需要任意取的，如果不是任意的话有时候可能会导致结论并不成立。

 

【单调有界定理】

单调有界数列必收敛

数列收敛 => 数列有界

数列无界 => 数列发散

（以上两条反之不成立！）

 

【数列与子列的极限关系】

任意子列收敛与数列收敛的等价性：数列收敛则任一子列均收敛

应用：

数列的某一子列不收敛可以推出数列不收敛

 

【海涅归结原理】

 等价于 



应用：

1. 已知某一函数极限，在该函数中通过合适的方式取数列，证明数列极限存在
2. 存在 ，但是 发散，证明 不存在

 

【数列收敛证明思路】

用定义证明极限
用Cauchy收敛定理证明极限
夹逼定理

单调有界定理

数列与子列的极限关系

函数与数列的极限关系

 

【数列极限计算求解思路】

用定义证明极限

夹逼定理

等价代换

Stolz定理（虽然不考，但是却是一个好用的工具）

 

【2018-数学分析期中】

设 ，用定义证明：

解析

根据 语言的定义完成证明

根据题意 ，由极限的定义可知，

对 ，存在相应的  , 使得当 时，

 因此，我们可以将 数值范围分成两个部分分别求解：

对于前半部分，分子固定后是一个有限的数，极限趋于0，即



对上述给定的 ，存在 ,使得当  时，

从而

 

【2021-数学分析期末】

叙述Cauchy收敛原理，并证明数列

解析

（思路）

在这道题目中已经有了比较明显的提示，显然我们应该用Cauchy收敛定理来处理类似的求和数列
的问题。根据柯西收敛定理的定义，做差之后再进行放缩即可证明数列收敛。

（其他学长的解答）

 

 

函数极限  
【函数极限的定义】

设函数 在点 的某个去心邻域 中有定义，如果存在实数 ，对于任意给定的 ，可以
找到 ，使得当 时满足 ，则称A是函数 在点 的极限，记

为 。

 

类似的，我们可以给出函数的左右极限的定义

: ____

: ____

还有在正无穷、负无穷处的定义……
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【函数极限的性质】

惟一性

局部保序性

局部有界性

局部保号性

夹逼性

 

【函数极限四则运算】

加减乘除，依然需要注意使用条件

 

【函数极限充要条件】

海涅归结原理

Cauchy准则

 

【单调有界定理】

设 为定义在 上的单调有界函数，则 存在。

 

【2020-数学分析期末】

试叙述确界原理，并用  语言和确界原理证明：设函数   在  上单调有界，则极限  

存在。

解析

（思路）

其实这道题就是让我们证明函数版的单调有界定理。在数列中，我们就是使用确界原理证明单调有

界定理的；同样，在函数中也是类似。

不失一般性，我们不妨假设f是单调递增的。利用确界原理，f有界必有下确界。根据下确界的定
义，以及函数的单调性，我们就可以写出函数极限的定义了。

 

【两个重要极限】



（证明均是采用了夹逼定理，可以参考课本上的经典证明）

 

【等价无穷小量、等价无穷大量】

如果你对泰勒展开十分熟悉的话，这部分其实也可以展开试试看

不定式：

	 => 简单的解决方案：洛必达法则

 

【2021-数学分析期末】

计算

解析

分子有积分，似乎不好处理。但注意到在正无穷处其实出现了不定式，所以我们可以使用洛必达法

则来求解。

（学长的解答）

 

连续函数  
【函数的连续性】

函数 在 处连续，当且仅当 在 有定义，并且

 

几个等价表述：

时,
有定义，且

 

当函数 在 处连续时，

 

【连续函数的性质】
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局部有界性

局部保号性

四则运算

 

反函数连续性定理：闭区间连续、严格单调 =>反函数连续且严格单调

复合函数连续性定理：（注意每一段是在何处的连续）

 

【函数连续性的证明思路】

利用定义证明

利用左右极限相等
利用序列语言证明

利用连续函数的四则运算

 

【一致连续】

，则

【例题】

证明 在R上一致连续

解析

首先根据定义写出区间内 的结果，并尽可能放缩到 的形式。

随后根据相应的形式取 ，如此处取

 

【闭区间上连续函数的整体性质】

有界性定理、最大最小值定理
介值定理、根的存在定理

一致连续性定理（Cantor定理）：在闭区间上连续，则一致连续

 

【例题】

证明方程 ，至少存在一个根 且

解析

此题需要证明根的存在性，并且指定了根的上界，我们不妨用连续函数的性质试试。

令 ，则 为 的连续函数。

因为 , 

(1) 若 ，则取

(2) 若 ，则 ，根据根的存在定理可知至少存在

使得



 

【2021-数学分析期末】

若 在 一致连续， 在 连续，且 ，则 一致连续

 

解析

（思路）

在Cantor定理中，我们只能够证明闭区间上连续，则一致连续。但是在本题中我们要证明一致连
续的区间是一个半开区间，虽然g(x)也连续，但却不能够直接使用Cantor定理。

为此，我们可以借助极限的定义，将 的区间分为两段 和 ，在前一段中我

们可以直接使用Cantor定理完成证明，在后半段，我们借助极限的定义以及一致连续的定义用
语言完成证明。

（其他学长的解答）

 

 

微分学  
【微分】

可微的定义：

有限增量公式：

 

【导数的定义】

类似的，我们可以给出单侧倒数的定义，请你补充完整
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【基本初等函数的求导公式】

 

【求导法则】

四则运算：

链式求导法则

在u可导, 在x可导,则 在 可导，且

 

【2021-数学分析期末】

，求 和

解析

非常经典的根据定义求导数的题目了，依据导数的定义和极限进行求解即可。



在 时，

当然，这题也可以使用泰勒展开更为简便地完成。

（其他学长的解答）

注：此处应该是有笔误，

 

【可导与连续的关系】

可导一定连续

连续不一定可导

 

 

实数系基本定理  
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1 确界原理 非空有上(下)界数集，必有上(下)确界。

2 单调有界原理 任何单调有界数列必有极限。

3 闭区间套定理 若  是一个区间套 , 则在实数系中存在唯一的一点ξ，使得ξ∈ , 
n=1,2,…, 即 

4 有限覆盖定理 设 是一个闭区间， 为 上的一个开覆盖，则在 中存在有限个开区间，它构

成 上的一个覆盖。

5 Weierstrass 聚点定理 有界数列必有收敛子列（直线上的有解无限点集至少有一个聚点）。

6 Cauchy 收敛准则 数列 收敛，当且仅当，对于任意给定的 ，存在正整数N，使得当

时，都有 成立。

 

实数系的六个基本定理是互相等价的，大家在复习时可以参考课本的证明再推一遍定理互证

 

写在最后  
无论如何，非常感谢你能够看到最后。也许这并不是一份非常完整的期末复习指南，想要更加全面的复
习期末考的知识，这里也非常建议你再将课本从头到尾认认真真过一遍，读透课本中的例题，并了解历

年卷中知识点的考察方式。预祝大家都可以取得满意的成绩！

 

未详细展开的函数部分：

集合

集合、元素、集合的表示方法、集合间的运算

映射

单射、满射、双射、逆映射、复合映射

函数

基本初等函数、函数的特性

 

一些课上没有放进来的补充题

【Q1】
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【Q2】

 

【Q3】

利用区间套定理证明确界原理
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