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1.微分中值定理  
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1.1相关定理描述  

1.1.1 Rolle中值定理  

设函数 满足以下三个条件：

在闭区间  上连续;

在开区间  上可导;

则存在  ，使得 

1.1.2 Lagrange中值定理  

设函数 满足以下两个条件：

在闭区间  上连续;

在开区间  上可导;

则存在  ，使得 

1.1.3 Cauchy中值定理  

设函数 满足以下三个条件：

在闭区间  上连续;

在开区间  上可导;

则存在  ，使得 

1.1.4 L'Hospital法则  

1.1.4.1 零比零型  

设函数 满足以下三个条件：

在点 的某个去心邻域内都可导，且

则有下述L'Hospital法则成立：

1.1.4.2 无穷比无穷型  

设函数 满足以下三个条件：

在点 的某个去心邻域内都可导，且

则有下述L'Hospital法则成立：
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1.1.5 Taylor公式  

1.1.5.1 Peano余项  

若函数  在包含  的某个开区间  上具有  阶导数，那么对于任一 ，有

其中  被称为 Peano余项。

1.1.5.2 Lagrange余项  

若函数  在包含  的某个开区间  上具有  阶导数，那么对于任一 ，有

其中  被称为 Lagrange余项。

1.1.6 极值点判定定理  

设函数  在  点的某一邻域中有定义，且  在  点连续。

(1) 设存在 ，使得  在  上可导：

若在  上有 ，在  上有 ，则  是  的极大值点。

若在  上有 ，在  上有 ，则  是  的极小值点。

若 ，则  不是  的极值点。

(2) 设  ，且  在  点二阶可导：

若 ，则   是  的极大值点。

若 ，则   是  的极小值点。

若 ，则  可能是  的极值点，也可能是不是  的极值点。

1.2微分中值定理的综合技巧  

1.2.1 基础计算题  

微分中值定理的基础计算基本上考查 L'Hospital法则 和 Taylor公式 （精确计算也只能考查这两个知

识点），这一部分的计算以求各种形式的极限为主，可以与之前所学的求函数极限方法相结合，部分小

量近似也可以直接利用泰勒展开式理解，在解题时会更加自然。

为了方便使用 L'Hospital 法则，我们会采用将极限式化简为分式的方法。所求极限若本身为分式，即

可以在验证 L'Hospital 条件后 “无脑洛，一直洛”，而所给式子不是 L'Hospital 形式的不定式时，

我们也可以考虑使用适当的变换来完成计算，如下所示。

 型：可将乘积中的无穷小或无穷大取倒数到分母上，化为零比零型或无穷比无穷型。 

 型：把两个无穷大变形为两个无穷小的倒数，再通分使其化为零比零型。 

 型：可利用对数性质  将函数化简成以 为底数的指数函数，对指数进行求极限。

型： 
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1.2.2 综合证明题  

在数分1中要求的微分中值定理包括五个，分别是：费马定理（也称费马引理），罗尔中值定理，拉格朗

日中值定理，柯西中值定理，泰勒中值定理（也称泰勒公式），就我刷往年卷的经验来说，考得最多的

是 Rolle 中值定理 和 Lagrange 中值定理，掌握这两个定理基本上解决数分考试中的大题问题就不太

大，大家可以把这些作为复习的重点。

微分中值定理的证明题，往往具有一定的综合性，常常结合闭区间上连续函数的性质以及积分中值定理

综合证明，也常常综合不同的微分中值定理进行证明；

证明导数或含导数的数学式为零，常常用罗尔中值定理，有时也用费马定理；

证明含导数的不等式或含多个中值的等式，常常用拉格朗日中值定理，有时也用柯西中值定理；

如果是证明高阶导数（二阶及二阶以上，尤其是二阶以上）的等式或不等式，则常用泰勒公式。

1.3 相关例题  

1.（2021期末原题）计算极限：

2.（2021期末原题）设函数 ，求 

3.（2021微积分乙期末）计算极限：

4.（2020微积分H期末）已知：

则 的值分别为？

5.（2021期末原题）已知  在  上可导，且  存在，证明：  存在

6.（2022微积分国赛初赛）设函数  在  上二阶可导， ，且当  时，

，证明 .

7.  在  上连续，在  上可导，并且有 ，求证: 

8.设  在  上连续，在  上可导，并且有 ，证明：

9.已知函数  在  上具有二阶导数，并且有 ，证明：

2.不定积分  

不定积分铁律：积分千万条，+C第一条！
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2.1不定积分常用积分表  

本积分表参考了21级图灵班陈小川同学的知乎文章，链接如下：

 被风灌醉的蝴蝶 - 知乎 (zhihu.com)

补充：三角函数万能公式以及相关替换

2.2不定积分常用方法  

第一类换元积分法

第二类换元积分法

分部积分法

2.3不定积分习题  

不定积分在数学分析中往往只作为一种工具，在考试中考察的形式也相对简单，不会出现在辅学群中时

常出现的钓鱼题（比如什么 ），因此我就直接上题目了。

1.（2021期末原题）计算不定积分：
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2.（2021微积分乙期末）求不定积分：

3.（2021微积分甲期末）求不定积分：

4.（2020微积分H期末）求不定积分：

5.（2020微积分甲期末）求不定积分：

6.求不定积分：

7.（2022微积分省赛）求不定积分：

8.（对偶式的组合积分法）求不定积分：

9.（对偶式的组合积分法）求不定积分：

3.定积分及其应用  

3.1相关定理描述  

3.1.1定积分的定义  

黎曼可积、黎曼和

达布定理、达布和

3.1.2 Riemann可积的充分必要条件  

定理1：有界函数  在  上可积等价于：对于任意划分 ，当  时，

Darboux大和与Darboux小和的极限相等，即有以下极限等式成立

定理2：有界函数  在  上可积等价于：对于任意划分 ，当  时，

有以下极限等式成立
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推论2.1：闭区间上的连续函数一定可积。

推论2.2：闭区间上的单调函数必定可积。

定理3：有界函数  在  上可积等价于：对于任意给定的 ，存在着一种划分，使得相

应的振幅满足

推论3.1：闭区间上只有有限个不连续点的有界函数必定可积。

3.1.3 积分中值定理  

积分第一中值定理：若函数  在闭区间  上连续，  在  上不变号，并且  

在闭区间  上可积，则在  上至少存在一点  ，使以下等式成立：

积分第二中值定理：设  在  上可积，  在  上单调，则存在 ，使以下不

等式成立：

3.1.4 牛顿-莱布尼茨公式  

如果函数  在区间  上有定义，并且满足以下条件：

在区间  上可积；

在区间  上存在原函数 ；

则有以下等式成立：

3.1.5 变限积分求导公式  

3.1.6 定积分的几何应用  

平面图形的面积（小学二年级就会）

旋转体体积的计算

图形绕  轴旋转   

图形绕  轴旋转（套筒公式） 
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若平面图形绕  旋转，可以利用平移法转移到  轴或者   轴上。

计算弧长的弧长公式

参数方程的弧长公式：

弧长

直角坐标方程的弧长公式

弧长

极坐标方程的弧长公式

弧长

曲率半径的计算：

直角坐标方程：

参数方程：

极坐标方程：

 

补充：虽然定积分在物理中的应用是非常重要的，但这个玩意从往年卷和我自己课上的记忆上来看都不

是数分1的重点，所以在此不做赘述，感兴趣的同学可以移步至大一下的普物1辅学（doge）

3.2 定积分及其应用的相关解题技巧  

黎曼积分和达布定理等：黎曼可积是定积分最基本的定义，而达布和以及对应的达布定理同样是定

积分的等价定义形式，是在数学分析1中定积分问题的底层核心，大家对相关的概念要熟悉掌握。 

这部分内容相当重要，贯穿了后续的定积分内容和数分2的学习，但是在考察形式上总体是相对简

单的，可能就是丢一个函数让你验证其可积性（考虑用达布定理的振幅和趋于0来说明），总之这

类题重点在于对知识的考查而非思维能力，大家只需要牢记概念和定理使用条件即可。

积分中值定理：个人感觉积分中值定理应该是整个数分1中最难的知识点了，从我后续参加一些数

学竞赛和一些数应同学的反馈来看，一元定积分绝大部分难题都与积分中值定理有关，但因为数分

卷子体量不大而且重要知识点多，在微分中值定理基本必出的情况下感觉留给积分中值定理的空间

不多了（？纯个人猜测），我觉得单从考试角度出发（如果你不是想要99+的分数），就只需要记

住积分中值定理的使用条件（第一中值定理和第二中值定理条件的区别，对于  的不同要

求），如果真的出现了类似题目（肯定不会太难）尝试套用即可。
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定积分相关计算&定积分的几何应用：老师们眼中的送分题，赶紧背公式吧，这种题目也一定要把

方法步骤详细阐明，并且没有什么算错的容错，是一定需要拿下的。

3.3 定积分及其应用的相关习题  

1.利用 Darboux 上下和证明：Dirichlet 函数 在  上不 Riemann 可积，Riemann 函数  

在  上Riemann 可积。

2.已知  在  上可导，且有以下等式成立：

证明：

3.（2020期末）计算定积分：

4.（2021期末）设曲线  从  引切线  ，求直线 ，曲线  和  轴围成的区域绕  轴

旋转得到的几何体的体积。

5.设区域  是由  与  轴围成的封闭图形，求  绕 直线  旋转所得到的旋转

体体积。

6.设区域  是由  与  轴围成的封闭图形，求  绕  轴旋转所得到的旋转体

体积。

7. 求曲线  的全长。

8.求曲线  的弧长 。

9.计算摆线

的一拱  的长度。

10.（2022全国大学生数学竞赛（非数学类）初赛）证明：对于任意的正整数 ，恒有：

4.反常积分  

4.1相关定理描述  
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4.1.1 Cauchy 判别法  

设  是定义在  的可积函数，且满足对任意的 ， ，若存在正实数  

满足：

收敛

发散

4.1.2 Cauchy 判别法的极限形式  

设  是定义在  的可积函数，且满足对任意的 ， ， ，

则有以下判定准则成立：

收敛

发散

4.1.3 Abel-Dirichlet判别法  

 Abel-Dirichlet 判别法用于判定函数乘积的反常积分的敛散性，也是判断反常积分敛散性最重要的两

个定理。

对于给定的反常积分 ，若满足下面两个条件之一：

条件 收敛 在 上单调有界

条件 在 上有界

在 上单调且有

则反常积分  收敛。

4.2 反常积分的相关解题技巧  

反常积分的敛散性：通过适当的放缩后将被积函数化成简单的形式，再使用相关判别法（多项式形

式可以考虑使用 Cauchy 判别法，含有三角函数可以考虑使用 Dirichlet 判别法）,一般的题目只

用熟悉判别法就能顺利完成。

反常积分的计算：计算前需要首先证明反常积分收敛，证明收敛后就可以参照定积分的计算方式完

成证明，需要特别留意瑕点。

4.2 反常积分的相关习题  

在网上没有找到什么特别合适的反常积分相关习题，因此留下的习题比较少，大家可以再把教材的课后

习题过一遍。

1.计算反常积分：

（提示，对  进行换元后再处理）
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2.设  证明： ，且两者均收敛。

3.证明：反常积分  的值与  无关。
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