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Part I 数项级数  

正项级数(性质最好) 技巧基本上是 估阶与积分放缩  

	 收敛的定义?(余项趋于 )  收敛等价于 部分和有上界.   判别 与 判别(本质是与 几何级数 比较).

	 比较判别法(普通形式与极限形式):  注意特殊情况 极限为0和  , 前一种情况同收敛，后一种情况同发散.

	 判别法中的一个   其中( )  从而变成  的情况.

	 积分判别法揭示了 积分与级数的关系(收敛性上) 要求  单调递减. 

	 一个有意思的结论:  从任何 正项级数 出发都可以构造一个 收敛更慢 的正项级数. 

	 	 为正项级数且收敛， 为余项和数列， ，则级数 均收敛 .设

注意到 的性质，研究对象可以变成性质良好的

常用的估计技巧 由端点值变成积分平均

部分和存在一致的上界 故收敛

	 判别法: 设 为正项级数，且存在  成立  则:

	 	 若 或 且 时级数收敛 或 且 时级数发散 证明如下

本质是和 级数做比较 类似的我们应该考虑 之间的关系

考虑如何选择 使得在某项后 显然可以做到

若 只需要选择 即可 将两式相减可得 则也可证得

利用连乘法 从 可得某项后 即证

任意项级数 (绝对收敛与条件收敛)  

	 充要条件 收敛原理:    令 就是余项和 定义.有

	 交错级数: 形式如 , 单调递减收敛于 .    如下性质给出了 交错级数部分和的上界

	 	 在该充分条件的证明中，提到一个重要的性质: .

	 (研究对象改变) 变换( 离散的分部积分 ): 假设 .则

	 和 收敛定理: 研究形式如 的收敛性，要求 单调有界且 收敛或 单调趋于 且 有界.

	 以上收敛定理提到的一些 典型级数 : 

更序级数  

	 重排定理: 若 绝对收敛，则任意更序级数均收敛到相同的值.

	 Cauchy乘积:  当 与 均绝对收敛时, 它们的 乘积 也收敛, 且级数和为 .

	 (补充定理) 关于二重无限求和的可交换性: 设 收敛且 收敛. 则
.

还是从有限的情况考虑 双重求和在有限情况下可交换

同样的可知 上下两行均令 即证

例题 判断正项级数 的敛散性
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对级数项进行估阶 指数趋近于 考虑极限 展开 比较判别法即证

  例题 已知正项级数 发散 求证级数 发散

考虑逆否命题 已知 收敛 则 由极限保号性 有限项后

则可以推出 则 由比较判别法 收敛 即证

例题 设 若 收敛 求证

考虑设 的部分和数列为 假设 使研究对象转换成 变成单个数列的极限更好研究

求和 为了往有性质的 产生联系 但是是加权求和

考虑 即证

例题 已知正项数列 满足 证明任意项级数 收敛

由极限定义可知 有限项后 即 可知 单减

又有对于 使

可知 即 足够大

可知 有界 则 故 由 判别即证

例题 设 是 上连续周期函数 周期为 且 在 上可微，且一阶导连续

	 证明 级数 收敛

对于周期函数的积分 我们通常利用换元 从而得到对每个周期的积分的一个更细致的刻画

考虑如何利用条件 可以猜测到 大约和 同阶 如何刻画后面和式积分的有界性 考虑

设

则 由比较判别法可知 收敛

例题 讨论级数的 绝对收敛和条件收敛性

绝对收敛性 可知 时绝对收敛

条件收敛依然考虑估阶 用 展开把它用 级数估计

同时由 可知后面的

上面那个推论具体可以用 在 连续有最大值证 当 时原级数收敛 第一项条件收敛 第二项绝对收敛

当 时 可以继续展开到 阶 而 项始终发散 可以证明此时级数发散

 

 



Part II 函数项级数  

	  这两种表达形式都是等价的，作趋近极限的时候变量是 ， 决定取值.

	 极限函数的确定的想法是普适的, 在无界函数的估计中很重要.

点态收敛? 一致收敛? 一致收敛对加减法封闭，对乘除法不封闭  

	 极限函数 ，点态收敛给予每个点的定义，一致收敛是性质(对趋近程度的要求，直观图像), 当 足够大之后
的取值被限定在某个小邻域.

一致收敛判别法? (Abel和Dirichlet判别类似形式)  

	 定义: 在点态收敛中  的取值可以不依赖于  的选择，即 .

	 等价定义: 柯西收敛准则， 有:

或

	 充要判别法: 则 在 上一致收敛.

	 级数形式的必要条件: 在 上一致收敛，则 在 上一致收敛与 .

	 类海涅定理(通常用于判别非一致收敛): 在 上一致收敛与 等价于对任意数列 有: 
.

	 充分条件Weierstrass判别:  设函数项级数 中每一项满足, 且级数 收敛，则该函数项级
数在 上一致收敛.  (通常技巧: 在闭区间上找端点来控制, ,求导找最大值)

积分、求导、求极限与无限求和的交换  

	 若 在 上可积、连续, 且其函数项级数一致收敛，则 在 上可积、连续，且积分、极限运算可与无限求和交

换.

	 若 在 上有连续导函数，且 在 一致收敛，则该区间上， 一致收敛可导，且求导与无限求和
可交换.

	 定理: 在 上点态收敛于 , 若 与 在 上均连续，且对于 固定， 关于 单调，则
在 上一致收敛于 .

 

例题 证明 在 内一致收敛

考虑 由 判别可知收敛

例题 证明级数 在 上连续

证明该函数项级数一致收敛即可 考虑

令 可以得到最小值点

则 由 判别即证

例题 设 级数 收敛 试证 在 上一致收敛

引入 考虑利用 判别

同时 可知

当 时 该函数随 单调递减 故利用 判别即证

 

例题 已知 为 上的连续函数 证明函数列 在 上内闭一致收敛
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由黎曼和定义可知

考虑 此时考虑 在 一致连续

有

故当 足够大 上式 由定义即证

例题 已知区间 上的连续函数列 一致收敛于极限函数 且已知 在 上无零点 证明 函数列 在 上一致收敛

不妨设 在 恒正 在 连续 且有最小值

由定义的保号性 同样可以得到 对于足够大

再利用一致收敛定义

例题 设 求证 在 上一致收敛于

由连续 再考虑连续定义

令 足够大可使 即证

 

Part III 幂级数  

收敛半径和幂级数的研究缘由  

	 由泰勒展开进而引入了泰勒级数, 研究以多项式为基底的 特殊函数项级数.  (多项式优良性质遗传到幂级数)

	 内的幂级数绝对收敛, 时发散, 仅有端点的收敛性不确定.

	 通常用 和 极限法给出收敛半径( 从判别法角度证明 ).  收敛域的求解重要技巧是 换元.

一致收敛性(由Abel两个定理引入)  

	 给定幂级数 的收敛半径 , 即确定了收敛域和

	 第二定理: 幂级数在 上内闭一致收敛. 若幂级数在 处收敛, 则它在 上一致收敛.

	 由在 开的收敛域 上良好的一致收敛性，极限、求导和积分运算可与无限求和交换，且可以运算后 收敛半径不变.

函数的幂级数展开(可用于求级数和)  

	 由 公式引入 级数，但 级数的收敛性 以及 是否收敛到原函数 需要考虑 收敛半径和余项公式.

	 常用的初等函数的幂级数展开:  (求函数的幂级数展开时: 求导, 积分 , 柯西乘积, 以及在求 类型时可以用 假设法)

	 常用求幂级数和函数的工具: 几何级数的和函数,  从常见初等函数的幂级数凑微分、凑积分,  柯西乘积

 

	 例题 有 求 的表达式 多项式配凑
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	 例题 求函数 的幂级数展开式 积分、求导运算类型

柯西乘积

再由逐项积分

	 例题 求 的幂级数展开式 假设法

设上式 则

故 由数学归纳法可证

	 例题 求级数 的收敛域 换元

令 由 且 可知 时收敛

解 即可

	 例题 缺项幂级数 求 的收敛范围

令 上极限 即为 即收敛半径为

	 例题 计算无穷级数 的和 运用基本级数和积分求导运算求幂级数

	 例题 计算积分 逐项积分的应用

有

再令

 

	 例题 方程式法求和函数 试求下列幂级数的和函数

解该微分方程 即可 由于该通解无解析表达 无需求出

 

	

 

Part Ⅳ 傅里叶级数  

定义的由来? 性质? 什么叫傅里叶级数? 计算公式?  

	 给出一个级数 ，如何判断其是否为傅里叶级数? (一致收敛)

	 求傅里叶级数的时候几个组合积分的技巧要熟练: 

两大收敛定理:(收敛性的推导中, 由Riemann引理推到局部性原理，再从Lipschitz条件推到可导)  

	 判别: 若 在 的某个邻域 上是 分段单调有界 函数，则该点的 级数收敛于

.

	 推论: 若 在点 处两个 单侧导数 存在，则该点的 级数收敛于 .
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Parseval恒等式(可用于构造级数并求和):  

	 假设 以 为周期，且在 上绝对可积且平方可积，则 的 系数满足:

积分与级数的交换性质 (积分条件极弱且结论直接收敛):  

	 逐项积分: 设 在 上绝对可积且平方可积，则 的 级数可以逐项积分，即 :

	 逐项微分: 设 在 上连续且仅有限个点不可导, 在 上绝对可积且平方可积，则(若 可积，则取等):

(补充)一致收敛性:

	 设 以 为周期，在 上可导， 可积，则 的 级数在 上一致收敛于 .

 

例题 已知 记 求

先将 奇延拓为 可得到 即为 的傅里叶系数 由分段可导收敛定理 可知

例题 设函数列 定义在 上 且满足如下单位正交性 在 可积 求证

考虑积分 展开左式有

令 趋于无穷即可

例题 已知 求 在 上的 展开式 并证明

例题 以 为周期的函数 在 上的表达式 求其傅里叶展开并证明
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