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1 不定积分

1.1 定义

对于函数 f , 若存在函数 F , 使得 F ′ = f , 则称 F 是 f 的一个不定积分（原函数）。

1.2 基本积分表∫
xαdx =

1

α + 1
xα+1 + C(α ̸= −1)∫

1

x
dx = ln |x|+ C∫

αxdx =
αx

lnα + C(α > 0)∫
exdx = ex + C∫
sinxdx = − cosx+ C

∫
cosxdx = sinx+ C∫
tanxdx = − ln(| cosx|) + C∫
cotxdx = ln(| sinx|) + C∫

1√
a2 − x2

dx = arcsin x
a
+ C∫

1

a2 + x2
dx =

1

a
arctan x

a
+ C

1.3 换元积分与分部积分

·换元积分法： ∫
f(x)dx =

∫
f [φ(t)]dφ(t)

例题 1.1

1.
∫

tanxdx

2.
∫ sin

√
x√

x
dx

3.
∫

1

(1 + x)
√
x
dx

4.
∫ √

a2 − x2dx, (a > 0)

·分部积分法： ∫
udv = uv −

∫
vdu
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例题 1.2

1.
∫

lnxdx

2.
∫
xexdx

3.
∫
x sinxdx

4.
∫
ex sinxdx

1.4 几类特殊的不定积分方法

1. 有理函数：有理分式拆分

2. 有理三角函数：“万能公式”

sinx =
2 tan(x

2
)

1 + tan2(x
2
)
, cosx =

1− tan2(x
2
)

1 + tan2(x
2
)

3. 某些无理根式：换元积分（直接换元、欧拉换元）√
ax+ b

cx+ d
= t,

√
ax2 + bx+ c =

√
ax± t

4. * 切比雪夫定理：
二项微式的积分 ∫

xm(a+ bxn)pdx (m,n, p ∈ Q; a, b ∈ R)

仅在以下三种情况可化为有理函数积分：

(a) p 为整数：令 x = tN , N 为 m,n 公分母;

(b) m+ 1

n
为整数：令 a+ bxn = tN , N 为 p 的分母;

(c) m+ 1

n
+ p 为整数：令 ax−n + b = tN , N 为 m,n 公分母.
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例题 1.3

1.
∫

x+ 2

x2 + 5x+ 4
dx

2.
∫ sinx

1 + cosxdx

3.
∫ √

x+ 1

x− 1
dx

4.
∫

1√
x2 − 4x+ 3

dx

2 定积分

2.1 定义

设 f(x), x ∈ [a, b], T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 是区间 [a, b] 的一个划分, 记
Sn =

n∑
i=0

f(ξi)∆xi, 当 λ = max
1⩽i⩽n

{∆xi} → 0 时, 如果极限 lim
λ→0

Sn 存在, 且与区间的划分方式、

ξi 的取法无关, 则称 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积. 并将极限记为:

lim
λ→0

Sn =

∫ b

a

f(x)dx

应用：某些极限的计算

例题 2.1

1. lim
n→∞

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

2. lim
n→∞

1

n2 + 12
+

2

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2
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2.2 积分中值定理

第一中值定理: 若函数 f, g 在 [a, b] 上连续, 且 g 在 [a, b] 上不变号, 则 ∃ξ ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx

第二中值定理: 若函数 f, g 在 [a, b] 上可积, 且 f 在 [a, b] 上单调, 则 ∃ξ ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ

a

g(x)dx+ f(b)

∫ b

ξ

g(x)dx

例题 2.2

1. lim
n→∞

∫ 1

0

x2

1 + x
dx = ____

2. lim
n→∞

∫ n+p

n

sinx
x

dx = ____(∀p ∈ N)

3. 设 f ∈ C1[0, 1], 证明: lim
n→∞

n

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
i=1

f(
i

n
)

∣∣∣∣∣ = 1

2
[f(1)− f(0)]

2.3 变限积分

设 f 在 [a, b] 上可积, 令 x ∈ [a, b], 则称

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt

是变限积分函数.
变限积分函数的导数:

d
dx

[∫ x

a

f(t)dt
]
= f(x)

d
dx

[∫ φ(x)

a

f(t)dt
]
= f [φ(x)]φ′(x)
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例题 2.3

1.Φ(x) =
∫ x

a

tf(x− t)dt, dΦ(x)dx = ____

2.lim
x→0

∫ x

0
tanxdx
x2

= ____

2.4 定积分中的换元积分与分部积分

·换元积分法： ∫ b

a

f(x)dx =

∫ φ−1(b)

φ−1(a)

f [φ(t)]dφ(t)

·分部积分法： ∫ b

a

udv = uv
∣∣∣b
a
−

∫ b

a

vdu

例题 2.4

1.
∫ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx

2.
∫ e

1

sin(lnx)dx

2.5 定积分应用

·曲线弧长: 设参数方程 x = φ(t)

y = ψ(t)
, t ∈ [a, b]

决定光滑简单平面曲线 C, 记 ds =
√
φ′(t)2 + ψ′(t)dt 是曲线 C 的弧微分.

则曲线弧长可记为:
L =

∫ α

β

ds =
∫ α

β

√
φ′(t)2 + ψ′(t)dt
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若曲线以 y = f(x), x ∈ [a, b] 形式表达, 则曲线弧长可记为

L =

∫ α

β

√
1 + f ′(t)dt

例题 2.5

设 f(x) =

∫ x

0

tanxdx

2.6 * 积分不等式

Young 不等式: 设 c > 0, 函数 f 在 [0, c] 上严格递增且连续, a ∈ [0, c], b ∈ [0, f(c)], 则∫ a

0

f(x)dx+
∫ b

0

f−1(y)dy ⩾ ab

Cauchy-Schwarz 不等式:

[∫ b

a

f(x)g(x)dx
]2

⩽
∫ b

a

[f(x)]2dx
∫ b

a

[g(x)]2dx

Holder 不等式: 设 p, q > 1, 1
p
+ 1

q
= 1, 函数 f, g 在 [a, b] 上黎曼可积, 则

[∫ b

a

|f(x)|pdx
] 1

p
[∫ b

a

|g(x)|qdx
] 1

q

⩾
∫ b

a

|f(x)g(x)| dx

Minkowski 不等式:

[∫ b

a

|f(x)|pdx
] 1

p

+

[∫ b

a

|g(x)|pdx
] 1

p

⩾
[∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx
] 1

p
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例题 2.6

1. 证明:
∫ π

2

0

√
cosxdx ⩽

√
π

2

2. 设 f 在 [0, 1] 上连续, 且 1 ⩽ f(x) ⩽ 3, 证明: 1 ⩽
∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

0

1

f(x)
dx ⩽ 4

3

3. 设 f(x) 是 [0, 1] 上的连续函数，且满足

∫ 1

0

f(x)dx = 1, 求一个这样的函数 f(x) 使得

积分 I =

∫ 1

0

(1 + x2)f(x)dx 取得最小值.

2.7 * 几类积分技巧

·区间再现: ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(a+ b− x)dx

例题 2.7∫ π

0

x sin9 xdx

·对称性:

例题 2.8

1.
∫ π

0

cosx√
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

dx

2.
∫ π

2

0

1

1 + tanα x
dx(α ∈ R)
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·复数化:

例题 2.9∫ π

0

ecosx cos(sinx)dx

·华里士公式:

∫ π
2

0

cosn xdx =

∫ π
2

0

sinn xdx =


(n− 1)!!

n!!

π

2
, n为偶数

(n− 1)!!

n!!
, n为奇数

例题 2.10∫ 1

0

xn√
1− x

dx
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