
微积分 II (H) 期末复习

倪晟翔

2025 年 6 月 6 日

1 向量代数与空间解析几何

1.1 向量运算

1.1.1 基本运算

• 点积: a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| cos θ = a1b1 + a2b2 + a3b3

• 叉积: a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣, 方向垂直原向量
• 混合积: (⃗a× b⃗) · c⃗ 表示平行六面体体积

例题 1.1 混合积应用

证明矢量 a⃗, b⃗, c⃗ 共面的充要条件是 (⃗a× b⃗) · c⃗ = 0.

例题 1.2 混合积应用

已知矢量 a⃗, b⃗, c⃗ 两两成 60◦ 角, 且 |⃗a| = 1, |⃗b| = 2, |⃗c| = 3, 求 a⃗× b⃗ · c⃗.

1.1.2 一些恒等式

• 拉格朗日恒等式：(⃗a× b⃗) · (c⃗× d⃗) = (⃗a · c⃗)(⃗b · d⃗)− (⃗a · d⃗)(⃗b · c⃗)

• 二重叉积公式：a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗

• 标量四重积：(⃗a× b⃗) · (c⃗× d⃗) =

∣∣∣∣∣a⃗ · c⃗ a⃗ · d⃗
b⃗ · c⃗ b⃗ · d⃗

∣∣∣∣∣
1.2 空间几何

1.2.1 平面方程

• 一般式: Ax+By + Cz +D = 0, 法向量 n⃗ = (A,B,C)
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• 点法式: 已知点 P0(x0, y0, z0) 和法向量 n⃗, 则 A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0

• 三点式:

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

1.2.2 直线表示

• 对称式: x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
, 方向向量 s⃗ = (a, b, c)

• 参数式:


x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

• 交面式:

A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0

1.2.3 几何关系判定

• 平行条件:

– 平面平行：法向量共线 n⃗1 = kn⃗2

– 直线平行：方向向量共线 s⃗1 = ks⃗2

• 垂直条件:

– 平面垂直：法向量正交 n⃗1 · n⃗2 = 0

– 直线垂直：方向向量正交 s⃗1 · s⃗2 = 0

• 线面夹角: sin θ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗||n⃗|

1.2.4 曲面与曲线

• 柱面: 准线为 C :

f(x, y) = 0

z = 0
, 母线平行于 z 轴时方程为 f(x, y) = 0

• 旋转曲面: 曲线

f(y, z) = 0

x = 0
绕 z 轴旋转得 f(

√
x2 + y2, z) = 0

• 二次曲面: 椭球面 x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, 双曲面, 抛物面等标准形式
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1.2.5 切平面与切线

• 曲面切平面：对曲面 F (x, y, z) = 0, 在点 P0(x0, y0, z0) 的切平面方程为：

Fx(P0)(x− x0) + Fy(P0)(y − y0) + Fz(P0)(z − z0) = 0

• 参数曲面切平面：对 r⃗(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 法向量为 r⃗u × r⃗v

• 空间曲线切线：对参数曲线 r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)), 在 t0 点的切线方程为：

x− x0

x′(t0)
=

y − y0
y′(t0)

=
z − z0
z′(t0)

例题 1.3 切平面方程

求曲面 x2 + y2 + z2 − xy = 3 上某点处的切平面方程, 使之同时垂直于平面 z = 0 和

x+ y − z + 1 = 0.

1.2.6 距离公式

• 点到平面距离：点 P (x0, y0, z0) 到平面 Ax+By + Cz +D = 0 的距离：

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2

• 点到直线距离：设直线方向向量 s⃗, 定点 M0, 则点 M 到直线的距离：

d =
|
−−−→
M0M × s⃗|

|s⃗|

例题 1.4 距离计算

求点 M(−1,−4, 3) 到直线 2x− 4y + z = 2,

x− y + 3z = 2

的距离.

例题 1.5 距离计算

点 (−1, 1, 4) 到直线
x− 1

2
=

y − 2

1
=

z − 5

−1
的距离为 .

1.3 投影

1.3.1 投影方程

给定空间曲线 Γ :

F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
和目标平面 π : Ax+By + Cz +D = 0, 其投影曲线

求解步骤如下：
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1. 建立投影柱面：

• 构造包含 Γ 且母线方向平行于平面 π 法向量 n⃗ = (A,B,C) 的柱面

• 从原方程组中消去与 n⃗ 正交的变量组合

2. 消元：

• 若 C ̸= 0, 从平面方程解出 z = −Ax+By +D

C

• 将 z 表达式代入曲线方程, 得到关于 x, y 的方程 H(x, y) = 0

3. 联立：

投影曲线 =

H(x, y) = 0

Ax+By + Cz +D = 0

1.3.2 特殊情形处理

• 坐标平面投影：当目标平面为 z = 0 时, 直接消去 z 即可

• 柱面投影：若曲线本身是柱面与平面的交线, 投影即为柱面准线

• 参数曲线投影：对于参数式 r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)), 需解平面方程得到参数约束

例题 1.6 空间曲线投影

求空间曲线 C :

x+ y + z = 0,

x2 + 2y2 + 3z2 = 1
在平面 x− 2y + 2z = 10 上的投影曲线方程

1.3.3 特殊位置关系

• 两平面夹角：cos θ =
|n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1||n⃗2|

• 直线与平面夹角：sinϕ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗||n⃗|

（ϕ 为夹角余角）

• 异面直线距离：设直线方向向量 s⃗1, s⃗2, 点 M1,M2 分别在上, 则距离：

d =
|
−−−−→
M1M2 · (s⃗1 × s⃗2)|

|s⃗1 × s⃗2|

2 级数理论

2.1 数项级数判别法

• Cauchy 准则：∀ϵ > 0, ∃N 使得 ∀m > n ≥ N 有

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε, 则
∞∑
n=0

an 收敛
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• 比较判别法：若 |an| ≤ bn 且
∞∑
n=0

bn 收敛, 则
∞∑
n=0

an 绝对收敛

• 比值判别法：lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1 时绝对收敛

• 根值判别法：lim sup
n→∞

n
√
|an| < 1 时绝对收敛

• 积分判别法：对正项递减函数 f(x),
∞∑
n=0

f(n) 收敛 ⇔
∫ ∞

1

f(x)dx 收敛

• Leibniz 判别法：交错级数
∞∑
n=0

(−1)nan 收敛, 若 an → 0

• Abel 判别法：
∞∑
n=0

anbn 收敛, 若
∞∑
n=0

an 收敛且 {bn} 单调有界

• Dirichlet 判别法：
∞∑
n=0

anbn 收敛, 若
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤ M 且 bn → 0

例题 2.1 Cauchy 判别法

设 {an} 为单调减少的正数列：

(1) 证明
∞∑
n=1

an 收敛 ⇔
∞∑
k=0

2ka2k 收敛

(2) 若 lim
n→∞

a2n
an

= ρ, 证明：

• 当 ρ < 1
2
时级数收敛

• 当 ρ > 1
2
时级数发散

2.2 幂级数

• 收敛半径：R =
1

lim sup
n→∞

n
√

|an|
（Cauchy-Hadamard 公式）

• 比值法：若 lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L, 则 R =
1

L

• 性质：

– 在 (−R,R) 内绝对收敛, |x| > R 发散

– 内闭一致收敛, 可逐项求导/积分
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例题 2.2 收敛半径计算

设 an =
3 · 7 · · · (4n− 5)(4n− 1)

5 · 9 · · · (4n− 3)(4n+ 1)
, n = 1, 2, · · ·, 求幂级数 x+

+∞∑
n=1

anx
4n+1 的收敛半径和收

敛域.

2.3 一致收敛 *

• Weierstrass M-判别法：若 |un(x)| ≤ Mn 且
∑

Mn 收敛, 则
∑

un(x) 一致收敛

• 连续性定理：若 un(x) ∈ C(D) 且
∑

un(x) 一致收敛, 则和函数 S(x) ∈ C(D)

• 逐项积分：
∑∫ b

a
un(x)dx =

∫ b

a

∑
un(x)dx

• 逐项求导：若
∑

u′
n(x) 一致收敛, 则 d

dx
∑

un(x) =
∑

u′
n(x)

例题 2.3 一致收敛判定

证明

∞∑
n=1

sinnx

n2
在 R 上一致收敛.

2.4 傅里叶级数

• 系数公式:

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x)dx, an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

• 收敛定理: 若 f(x) 分段光滑, 则傅里叶级数收敛于 f(x+) + f(x−)

2

• 奇偶延拓: 奇函数仅含正弦项, 偶函数仅含余弦项

• Parseval 等式: 1

π

∫ π

−π

|f(x)|2dx =
a20
2

+
∞∑
n=1

(a2n + b2n)

例题 2.4 傅里叶展开

设函数 f(x) =

ex, 0 ≤ x ≤ π,

0, −π ≤ x < 0.
f(x) 的 Fourier 级数展开式为

a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

其和函数为 S(x), 试确定 a0 及

+∞∑
n=1

an 的值.
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3 多元函数微分学

3.1 极限与连续性

• 连续定义： lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

• 累次极限存在 ⇏ 二重极限存在

• 极坐标：令 x = r cos θ, y = r sin θ, 当 r → 0 时与 θ 无关

例题 3.1 二重极限

判断极限 lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4
是否存在.

3.2 偏导数与全微分

• 可微的充分条件：偏导数连续

• 微分公式：dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

例题 3.2 可微性

设 f(x, y) =


x2y2

(x2+y2)
3
2
, (x, y) ̸= (0, 0);

0, (x, y) = (0, 0).

1. 求 f ′
x(0, 0) 及 f ′

y(0, 0).

2. 证明：f(x, y) 在 (0, 0) 处不可微.

3.3 链式法则与变量替换

• 极坐标变换： ∂

∂x
= cos θ ∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

• 拉普拉斯算子：∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
=

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2

例题 3.3 复合函数求导

设 z = f(u, x, y), u = x arctan y, 其中 f 具有二阶连续偏导数, 求

∂z

∂x
,
∂2z

∂x∂y
.
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3.4 方向导数

• 定义：函数 f 在点 P0 沿方向 u⃗（单位向量）的方向导数：

Du⃗f(P0) = ∇f(P0) · u⃗

• 计算公式：若 u⃗ = (cosα, cos β, cos γ), 则

Du⃗f =
∂f

∂x
cosα +

∂f

∂y
cos β +

∂f

∂z
cos γ

例题 3.4 方向导数

求函数 f(x, y, z) = x3y + y2z + zx 在点 (1, 1, 1) 处沿 n = (1, 0, 1) 的方向导数
∂f

∂n

∣∣∣∣
(1,1,1)

3.5 隐函数定理

• 存在条件：F (x0, y0, z0) = 0 且 F ′
z(x0, y0, z0) ̸= 0

• 微分公式：dy
dx = −F ′

x

F ′
y

• 雅可比行列式：∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣
例题 3.5 隐函数求导

由方程 F (x2 − z2, y2 + z2) = 0 确定 z = z(x, y), 求 ∂z

∂x
.

3.6 极值问题

• 无条件极值：Hessian 矩阵 H =

(
fxx fxy

fyx fyy

)

– H 正定, 即 det(H) > 0 且 fxx > 0：极小值

– H 负定, 即 det(H) > 0 且 fxx < 0：极大值

– H 不定, 即 det(H) = 0：鞍点

• 条件极值：拉格朗日乘数法 ∇L = 0

例题 3.6 条件极值

设某类三角形的三条边 a, b, c 满足 a = c 及 a3 + b3 + c3 = 3, 求此类三角形面积最大值.
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4 多元函数积分学

4.1 重积分基础

• 二重积分定义：
∫∫

D

f(x, y)dσ = lim
∥∆∥→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi)∆σi

• 累次积分：若 f(x, y)在矩形区域 [a, b]×[c, d]连续,则
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx
∫ d

c

f(x, y)dy

例题 4.1 二重积分

设 D 是由直线 x = −2, y = 0, y = 2 及曲线 x = −
√

2y − y2 所围成的平面区域, 求∫∫
D

ydxdy

.

例题 4.2 三重积分

设 V 为锥面 z =
√

x2 + y2 与平面 z = 1 所围立体, 计算三重积分：∫∫∫
V

|
√
x2 + y2 + z2 − 1|dxdydz

.

例题 4.3 累次积分

计算积分： ∫ 1

0

dx
∫ 1

x

dy
∫ 1

y

yez
2dz

.

4.2 重积分换元法

4.2.1 基本公式

二重积分换元公式：∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv

其中雅可比行列式：

J =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∂x∂u ∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ ̸= 0
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4.2.2 常见变换

• 极坐标变换 x = r cos θ

y = r sin θ
, J = r

• 柱坐标变换 
x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

, J = ρ

• 球坐标变换 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

, J = r2 sin θ

例题 4.4 坐标变换

计算

∫∫
D

e−x2−y2dxdy, 其中 D 为单位圆域.

4.3 曲线积分与格林公式

• 第一型曲线积分（标量场）：
∫
L

f(x, y)ds =
∫ β

α

f(r(t))∥r′(t)∥dt

• 第二型曲线积分（矢量场）：
∫
L

F · dr =

∫ β

α

F(r(t)) · r′(t)dt

• 格林公式：设D为有界闭区域, L = ∂D正向,则
∮
L

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

例题 4.5 第一类曲线积分

设 y(x) =
∫ x

0

√
3 + t4dt, l 为平面曲线 y = y(x) 在 −1 ≤ x ≤ 1 上的弧段, 求曲线积分∫

L

(y + |x|3)ds.

例题 4.6 第二类曲线积分

设 α = π
2
, L 为从点 A(0,−α) 沿曲线 x = cos y 到点 B(0, α) 的有向弧段, 计算第二类曲

线积分 ∫
L

4x− y

4x2 + y2
dx+

x+ y

4x2 + y2
dy

.
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例题 4.7 格林公式

已知曲线 L : x2 + y2 = 4, 求第一类曲线积分
∮
L

(2x+ y)2ds.

例题 4.8 保守场

验证 F = (2xy3, 1 + 3x2y2) 是否保守, 并计算
∫
L

F · dr.

4.4 曲面积分与高斯公式

• 第一型曲面积分：
∫∫

S

f(x, y, z)ds =
∫∫

D

f(r(u, v))∥ru × rv∥dudv

• 第二型曲面积分：
∫∫

S

F · dS =

∫∫
D

F(r(u, v)) · (ru × rv)dudv

• 高斯公式：对于空间闭区域 V , ∂V 为外侧, 则
∮
∂V

F · dS =

∫∫∫
V

(∇ · F)dV

例题 4.9 第一型曲面积分

已知曲面 Σ : z = x2 + y2 (0 ≤ z ≤ 6), 求第一类曲面积分
∫∫

Σ

1

1 + 4z
ds

例题 4.10 第二型曲面积分

设 S 为平面 x+ y + z = 2 被柱面 |x|+ |y| = 1 截下的有限部分的上侧.

1. 写出 S 在各坐标平面上的投影区域；

2. 将第二类曲面积分 I 转化为二重积分并完成计算. 其中

I =

∫∫
S

(x+ y + 3z)dydz + (2x+ 2y + z)dzdx+ (x+ 2y + z)dxdy

.

例题 4.11 格林函数

设 Ω ⊂ R3 是以光滑曲面 Γ 为边界的有界区域, 函数 u(x, y, z) 与 v(x, y, z) 及它们的一阶

偏导数在闭区域 Ω ∪ Γ 上连续, 在 Ω 内有二阶连续偏导数, 试利用高斯公式, 证明：∫∫∫
Ω

(u∆v − v∆u)dV =

∫∫
Γ

(
u
∂v

∂n⃗
− v

∂u

∂n⃗

)
ds,

其中算子 ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
, n⃗ 是 Γ 上的外法向

4.5 场论初步

• 梯度：∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

11



• 散度：∇ · F =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

• 旋度：∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
• 斯托克斯公式：

∮
∂S

F · dr =

∫∫
S

(∇× F) · dS

例题 4.12 基本性质

证明：

• 梯度无旋：∇× (∇ϕ) = 0

• 旋度无散：∇ · (∇× F) = 0

例题 4.13 斯托克斯公式

计算曲面积分

∫∫
S

(∇×F) · dS, 其中 F = (z, x, y), 曲面 S 为平面 x+ y+ z = 1 在第一卦

限部分（x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0）, 方向取上侧

4.6 物理应用

• 质量：m =

∫∫∫
V

ρ(x, y, z)dv

• 质心坐标：x̄ =
1

m

∫∫∫
V

xρdv（其余分量类似）

• 转动惯量：Iz =

∫∫∫
V

(x2 + y2)ρdv

• 通量：Φ =

∫∫
S

F · dS

例题 4.14

某物体在空间直角坐标系下表示为以下有界闭区域

V =

{
(x, y, z)

∣∣∣∣∣
√

x2 + y2

tanα
≤ z ≤

√
4− x2 − y2

}
, 0 < α <

π

2

已知 V 内任一点的密度值等于该点到原点的距离.

1. 求此物体的质量 M .

2. α 取何值时, 此物体的重心位于 (0, 0, 1)？
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