
Lecture

不定积分相关计算

1 不定积分
Definition

若在区间 𝐼 上，函数 𝐹(𝑥) 的导数 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)，则称 𝐹(𝑥) 是 𝑓(𝑥) 在区间 𝐼 上的一个原

函数.

若 𝐹(𝑥) 与 𝐺(𝑥) 都是 𝑓(𝑥) 在区间 𝐼 上的原函数，则

(𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥))′ = 0 ⟹ 𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥) = 𝐶, 𝐶 为常数.

用 ∫𝑓(𝑥)d𝑥 表示 𝑓(𝑥) 的所有原函数的集合，称为 𝑓(𝑥) 的不定积分.

不难看出，微分运算与不定积分运算构成了一对逆运算：

𝐹(𝑥) + 𝐶 ⇌
d

∫
𝑓(𝑥)d𝑥

实际上，微分与不定积分的逆运算体现了两个重要的性质：

1. d
d𝑥

(∫𝑓(𝑥)d𝑥) = 𝑓(𝑥).

2. ∫𝐹 ′(𝑥)d𝑥 = ∫d𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝐶.

这两条性质看似显然，但在微积分运算中经常使用，且初学者往往难以熟练运用，值得注意.

2 不定积分的运算
不同于“正着来”的导数运算，不定积分的运算需要我们“反着来”构造原函数，因此相对来说会

较为困难.

首先需要我们熟记基本初等函数的不定积分公式，一些易混易错的公式：

1. ∫ 1
𝑥
d𝑥 = ln|𝑥| + 𝐶，而非 ln 𝑥 + 𝐶.

2. ∫cos 𝑎𝑥d𝑥 = 1
𝑎
sin 𝑎𝑥 + 𝐶，∫sin 𝑎𝑥d𝑥 = −1

𝑎
cos 𝑎𝑥 + 𝐶 (𝑎 ≠ 0). 注意 1

𝑎
 与正负号.

3. ∫ 1√
1 − 𝑥2

d𝑥 = arcsin 𝑥 + 𝐶，∫ 1
1 + 𝑥2

d𝑥 = arctan 𝑥 + 𝐶.

不要与 ∫ 1√
1 + 𝑥2

d𝑥 和 ∫ 1
1 − 𝑥2

d𝑥 混淆.

然而，仅掌握这些公式并不能解决大部分的不定积分计算，还需要掌握一些常用的计算技巧，例

如换元积分法和分部积分法.
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3 换元积分法
Definition

第一换元积分法（凑微分法）：若 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥)，且 ∫𝑓(𝑢)d𝑢 = 𝐹(𝑢) + 𝐶，则

∫𝑓(𝑥)d𝑥 = ∫𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥)d𝑥 = 𝐹(𝑔(𝑥)) + 𝐶.

第二换元积分法：若 𝑥 = 𝑔(𝑡)，且可以反过来求解出 𝑡 = 𝑔−1(𝑥)，并且 ∫𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)d𝑡 =

𝐹(𝑡) + 𝐶，则

∫𝑓(𝑥)d𝑥 = ∫𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)d𝑡 = 𝐹(𝑔−1(𝑥)) + 𝐶.

第一换元积分通过凑微分实现，而第二换元积分常常通过三角换元实现.

4 换元积分法的例子
Problem 1

求 ∫ 1
𝑥(𝑥𝑛 + 1)

d𝑥.

经典凑微分.

Problem 2

求 ∫ 1
𝑥2
√
1 + 𝑥2

d𝑥.

• 解法 1：用第一换元，令 𝑢 = 1
𝑥2
.

• 解法 2：用第二换元，令 𝑥 = 1
𝑡
.

• 解法 3：用第二换元，令 𝑥 = tan 𝑡.

5 Tips
• 记住一些常见的微分形式，如 𝑥d𝑥 = 1

2
d(𝑥2), 1√

𝑥
d𝑥 = 2d(

√
𝑥), 1

𝑥
d𝑥 = d(ln|𝑥|), 𝑒𝑥d𝑥 =

d(𝑒𝑥), sin 𝑥d𝑥 = −d(cos 𝑥), cos 𝑥d𝑥 = d(sin 𝑥) 等.

• 带根号的积分往往会考虑三角换元.

‣ 若遇到 
√
𝑎2 − 𝑥2，可令 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡 或 𝑥 = 𝑎 cos 𝑡.

‣ 若遇到 
√
𝑎2 + 𝑥2，可令 𝑥 = 𝑎 tan 𝑡 或 𝑥 = 𝑎 cot 𝑡.

‣ 若遇到 
√
𝑥2 − 𝑎2，可令 𝑥 = 𝑎 sec 𝑡 或 𝑥 = 𝑎 csc 𝑡.
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6 分部积分法
Definition

分部积分法是基于以下公式的积分方法：

∫𝑢d𝑣 = 𝑢𝑣 −∫𝑣d𝑢.

其中 𝑢 和 𝑣 是可微函数.

分部积分法常用于处理积的积分，特别是当其中一个因子容易求导而另一个因子容易积分时.

在进行分部积分时也常常将容易求导的部分设为 𝑢，容易积分的部分设为 d𝑣.

7 分部积分法的例子
Problem 1

求 ∫𝑥arctan 𝑥d𝑥.

Solution

解：arctan 𝑥 易求导，𝑥 易积分，因此可令 𝑢 = arctan 𝑥，d𝑣 = 𝑥d𝑥，则

∫𝑥arctan 𝑥d𝑥 = 1
2
𝑥2 arctan 𝑥 −∫ 𝑥2

2
⋅ 1
1 + 𝑥2

d𝑥,

= 1
2
𝑥2 arctan 𝑥 − 1

2
∫ 𝑥2 + 1 − 1

1 + 𝑥2
d𝑥,

= 1
2
𝑥2 arctan 𝑥 − 1

2
∫d𝑥 + 1

2
∫ 1

1 + 𝑥2
d𝑥,

= 1
2
𝑥2 arctan 𝑥 − 𝑥

2
+ arctan 𝑥

2
.

Problem 2

求 ∫arcsin 𝑥d𝑥.

‖ Tips: 不要忘了 1也可以充当 𝑣.

Solution

∫arcsin 𝑥d𝑥 = 𝑥arcsin 𝑥 −∫ 𝑥√
1 − 𝑥2

d𝑥,

= 𝑥 arcsin 𝑥 + 1
2
∫ 1√

1 − 𝑥2
d(1 − 𝑥2),

= 𝑥 arcsin 𝑥 +
√
1 − 𝑥2 +𝐶.

Problem 3

求 ∫𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥d𝑥 与 ∫𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥d𝑥，其中 𝑓(𝑥) 为多项式函数.
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‖ Tips: 在两个因子都容易求导/求积分时可以试试轮流充当 𝑢 与 𝑣.

Solution

以 ∫𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥d𝑥 为例，经试验，以 𝑓(𝑥) 为 𝑢 更合适.

∫𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥d𝑥 = 𝑓(𝑥)
𝑛

sin 𝑛𝑥 − 1
𝑛
∫𝑓 ′(𝑥) sin 𝑛𝑥d𝑥.

注意到 𝑓 ′(𝑥) 的次数比 𝑓(𝑥) 小 1，因此对 ∫𝑓 ′(𝑥) sin 𝑛𝑥d𝑥 再次使用相同的分部积分处理，

最终可得到一个只包含三角函数的不定积分，可直接积出.

‖ 实际上这就是 Fourier级数的系数，超纲了. 感兴趣的同学可尝试推导通项公式.

换元积分和分部积分是最常用的两种不定积分计算方法，很多时候需要结合使用，灵活使用，掌

握一些常见的变形技巧，将题目转换成适于使用这两种方法的形式.

换句话说，需要代数变形的功力.

当然，掌握一些常见的不定积分型也有助于我们拓宽变形的思路，很多时候题目也会直接考察

这些常见形式的不定积分——有理函数的不定积分，三角函数的不定积分，根式函数的不定积分，

等等.

8 有理函数的不定积分
Definition

称 
𝑝𝑚(𝑥)
𝑞𝑛(𝑥)

 为有理函数，其中 𝑝𝑚(𝑥) 和 𝑞𝑛(𝑥) 分别为 𝑚 次和 𝑛 次多项式.

由于带余除法可将有理函数化为真分式加多项式，因此只考虑 𝑚 < 𝑛 的情形.

基本步骤：

1. 化为真分式：若 deg𝑃(𝑥) ≥ deg𝑄(𝑥)，先用多项式除法化为多项式与真分式之和.

2. 分母因式分解：将分母 𝑄(𝑥) 分解为一次因式和二次不可约因式的乘积.

3. 部分分式分解：将真分式分解为简单分式的和.

4. 逐项积分.

9 有理函数的部分分式分解
由代数基本定理，设 𝑄(𝑥) 已分解为：

𝑄(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑘…(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑚…

其中 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 无实根（判别式 Δ < 0）. 则分解形式为：
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𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥)

= 𝐴1
𝑥 − 𝑎

+ 𝐴2
(𝑥 − 𝑎)2

+…+ 𝐴𝑘
(𝑥 − 𝑎)𝑘

+…

+ 𝐵1𝑥 + 𝐶1
𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞

+ 𝐵2𝑥 + 𝐶2

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)2
+…+ 𝐵𝑚𝑥 + 𝐶𝑚

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑚
.

让我们用具体的例子来说明如何进行部分分式分解.

10 有理函数积分的例子
Problem 1

求 ∫ 𝑥+ 1
𝑥2 − 5𝑥 + 6

d𝑥.

Solution

解：分母分解：𝑥2 − 5𝑥 + 6 = (𝑥 − 2)(𝑥 − 3).

设 
𝑥 + 1

𝑥2 − 5𝑥 + 6
= 𝐴

𝑥 − 2
+ 𝐵

𝑥 − 3
.

通分：𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥 − 3) + 𝐵(𝑥 − 2),

解得：𝐴 = −3,𝐵 = 4.

∫ 𝑥+ 1
𝑥2 − 5𝑥 + 6

d𝑥 = ∫(− 3
𝑥 − 2

+ 4
𝑥 − 3

)d𝑥 = −3 ln|𝑥 − 2| + 4 ln|𝑥 − 3| + 𝐶.

Problem 2

求 ∫ 𝑥4 + 𝑥3 + 3𝑥2 − 1
(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1)2

d𝑥.

Solution

解：设 
𝑥4 + 𝑥3 + 3𝑥2 − 1
(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1)2

= 𝐴
𝑥 − 1

+ 𝐵𝑥 + 𝐶
𝑥2 + 1

+ 𝐷𝑥 + 𝐸
(𝑥2 + 1)2

. 通分：

𝑥4 + 𝑥3 + 3𝑥2 − 1 = 𝐴(𝑥2 + 1)2 + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) + (𝐷𝑥 + 𝐸)(𝑥 − 1).

取 𝑥 = 1 可得 𝐴 = 1，比较 𝑥4 与 𝑥3 的系数可得 𝐵 = 0,𝐶 = 1.

取 𝑥 = i 可得 −3 − i = (−𝐷−𝐸) + (𝐸 −𝐷)i，从而 𝐷 = 2,𝐸 = 1.

∫ 𝑥4 + 𝑥3 + 3𝑥2 − 1
(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1)2

d𝑥 = ∫( 1
𝑥 − 1

+ 1
𝑥2 + 1

+ 2𝑥 + 1
(𝑥2 + 1)2

)d𝑥,

= ln|𝑥 − 1| + arctan 𝑥 +∫
d(𝑥2 + 1)
(𝑥2 + 1)2

+∫ 1
(𝑥2 + 1)2

d𝑥,

= ln|𝑥 − 1| + 3
2
arctan 𝑥 − 1

𝑥2 + 1
+ 𝑥

2(𝑥2 + 1)
+ 𝐶.
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11 三角函数的不定积分
处理三角函数积分时，常用的方法有：

1. 三角恒等式变形：如 sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1，sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥
2

，cos2 𝑥 = 1 + cos 2𝑥
2

 等.

2. 配对积分：对于 ∫sin𝑚 𝑥 cos𝑛 𝑥d𝑥，根据 𝑚,𝑛 的奇偶性选择不同方法.

3. 万能代换：令 𝑡 = tan 𝑥
2
，则 sin 𝑥 = 2 𝑡

1 + 𝑡2
，cos 𝑥 = 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
，d𝑥 = 2

1 + 𝑡2
d𝑡.

12 三角函数积分的例子
Problem 1

（𝑚,𝑛 一奇一偶）求 ∫sin3 𝑥 cos2 𝑥d𝑥.

Solution

解：sin3 𝑥 cos2 𝑥 = sin 𝑥(1 − cos2 𝑥) cos2 𝑥.

令 𝑢 = cos 𝑥，则 d𝑢 = −sin 𝑥d𝑥

∫sin3 𝑥 cos2 𝑥d𝑥 = ∫𝑢2(1 − 𝑢2)(−d𝑢) = ∫(𝑢4 − 𝑢2)d𝑢,

= 𝑢5

5
− 𝑢3

3
+ 𝐶 = cos5 𝑥

5
− cos3 𝑥

3
+ 𝐶.

‖ Tips：当正弦或余弦的幂次为奇数时，可以分离出一个因子与 d𝑥 凑微分.

Problem 2

（𝑚,𝑛 同奇同偶）求 ∫sin3 𝑥 cos3 𝑥d𝑥.

Solution

解：设 𝑡 = tan 𝑥，则 sin 𝑥 cos 𝑥 = sin 𝑥 cos 𝑥
sin2 𝑥 + cos2 𝑥

= 𝑡
1 + 𝑡2

，sin2 𝑥 = sin2 𝑥
sin2 𝑥 + cos2 𝑥

= 𝑡2

1 + 𝑡2
，

cos2 𝑥 = 1
1 + 𝑡2

，d𝑥 = 1
1 + 𝑡2

d𝑡.

∫sin3 𝑥 cos3 𝑥d𝑥 = ∫( 𝑡
1 + 𝑡2

)
3
⋅ 1
1 + 𝑡2

d𝑡 = 1
2
∫ 𝑡2

(1 + 𝑡2)4
d𝑡2,

= 1
2
∫( 1

𝑢3
− 1

𝑢4
)d𝑢 (𝑢 = 1 + 𝑡2 = sec2 𝑥),

= 1
2
(− 1

2𝑢2
+ 1

3𝑢3
) + 𝐶 = −1

4
cos4 𝑥 + 1

6
cos6 𝑥 + 𝐶.

‖ Tips：当正弦和余弦的幂次同为奇数或偶数时，可以尝试用正切函数代换.

Problem 3

（使用万能公式）求 ∫ 1
4 + 4 sin 𝑥 + cos 𝑥

d𝑥.

6



Solution

解：令 𝑡 = tan 𝑥
2
，则 sin 𝑥 = 2𝑡

1 + 𝑡2
，cos 𝑥 = 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
，d𝑥 = 2

1 + 𝑡2
d𝑡.

∫ 1
4 + 4 sin 𝑥 + cos 𝑥

d𝑥 = ∫ 1
4 + 8𝑡

1+𝑡2 +
1−𝑡2
1+𝑡2

⋅ 2
1 + 𝑡2

d𝑡 = ∫ 2
5 + 8𝑡 + 3𝑡2

d𝑡

= ∫ 2
(3𝑡 + 5)(𝑡 + 1)

d𝑡 = ∫( 1
𝑡 + 1

− 3
3𝑡 + 5

)d𝑡

= ln|𝑡 + 1| − ln|3𝑡 + 5| + 𝐶 = ln|tan 𝑥
2
+ 1| − ln|3 tan 𝑥

2
+ 5| + 𝐶.

‖ Tips: 对于有理次数组成的三角函数积分，万能公式能将其转换为有理函数积分，因此总是

可行的，但不总是可算的.

更一般的：

• 若 𝑅(cos 𝑥,− sin 𝑥) = −𝑅(cos 𝑥, sin 𝑥), 则令 𝑡 = cos 𝑥, 𝑥 ∈ (−𝜋
2
, 𝜋
2
);

• 若 𝑅(−cos 𝑥, sin 𝑥) = −𝑅(cos 𝑥, sin 𝑥), 则令 𝑡 = sin 𝑥, 𝑥 ∈ (0, 𝜋);

• 若 𝑅(−cos 𝑥,− sin 𝑥) = 𝑅(cos 𝑥, sin 𝑥), 则令 𝑡 = tan 𝑥, 𝑥 ∈ (−𝜋
2
, 𝜋
2
).

13 根式函数的不定积分
对于含有根式的积分，常用的方法有：

1. 三角代换：对于 
√
𝑎2 − 𝑥2，

√
𝑎2 + 𝑥2，

√
𝑥2 − 𝑎2 等形式进行三角换元，前面已经提到.

2. 欧拉代换：适用于 
√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 的形式.

• 若 𝑎 > 0，则令 
√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = ±

√
𝑎𝑥 + 𝑡；

• 若 𝑐 > 0，则令 
√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥𝑡 ±

√
𝑐.

• 若 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 有实根 𝛼, 𝛽，则可令 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 − 𝛼)𝑡.

3. 有理化代换：若整个积分是关于 𝑥 和 𝑚√𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑

 的有理函数，则令整个根式等于新的变

量 𝑡，将 𝑥 用 𝑡 表示出来，从而将积分化为关于 𝑡 的有理函数积分.

14 根式函数积分的例子
Problem 1

求 ∫
√
𝑥2 + 1
𝑥

d𝑥.

Solution

解：令 𝑥 = tan 𝑡，则 d𝑥 = sec2 𝑡d𝑡，
√
𝑥2 + 1 =

√
tan2 𝑡 + 1 = sec 𝑡
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∫
√
𝑥2 + 1
𝑥

d𝑥 = ∫ sec 𝑡
tan 𝑡

⋅ sec2 𝑡d𝑡 = ∫ sec3 𝑡
tan 𝑡

d𝑡

= ∫ 1
cos3 𝑡

⋅ cos 𝑡
sin 𝑡

d𝑡 = ∫ 1
cos2 𝑡 sin 𝑡

d𝑡

= ∫ d(cos 𝑡)
cos2 𝑡 sin2 𝑡

.

令 𝑢 = cos 𝑡，对 ∫ 1
𝑢2(1 − 𝑢2)

d𝑢 使用有理函数积分：

∫ 1
𝑢2(1 − 𝑢2)

d𝑢 = ∫( 1
𝑢2

+ 1
2(1 − 𝑢)

+ 1
2(1 + 𝑢)

)d𝑢 = −1
𝑢
+ 1

2
ln|𝑢 + 1

𝑢 − 1
| + 𝐶.

将 𝑢 = cos 𝑡 和 𝑡 = arctan 𝑥 代回即可.

Problem 2

求 ∫ 3√(𝑥 − 4)2
(𝑥 + 1)8

d𝑥.

Solution

设 𝑡 = 3√𝑥− 4
𝑥 + 1

，则 𝑥 = 𝑡3 + 4
1 − 𝑡3

，𝑥 + 1 = 5
1 − 𝑡3

，d𝑥 = 15𝑡2

(1 − 𝑡3)2
，故

∫ 3√(𝑥 − 4)2
(𝑥 + 1)8

d𝑥 = ∫ 3√𝑡6 ⋅ (1 − 𝑡3
5

)
6

⋅ 15𝑡2

(1 − 𝑡3)2
d𝑡

= ∫ 3
5
𝑡4d𝑡 = 3

25
𝑡5 +𝐶.

代回 𝑡 即可.

Problem 3

求 ∫ 1−
√
1 + 𝑥 + 𝑥2

𝑥
√
1 + 𝑥 + 𝑥2

d𝑥.

Solution

令  
√
1 + 𝑥 + 𝑥2 = 𝑥𝑡 + 1， 则  1 + 𝑥 + 𝑥2 = 𝑥2𝑡2 + 2𝑥𝑡 + 1， 解 得  𝑥 = 2𝑡 − 1

1 − 𝑡2
， d𝑥 =

2(𝑡2 − 𝑡 + 1)
(1 − 𝑡2)2

d𝑡，𝑥𝑡 + 1 = 𝑡2 − 𝑡 + 1
1 − 𝑡2

.此时

∫ 1−
√
1 + 𝑥 + 𝑥2

𝑥
√
1 + 𝑥 + 𝑥2

d𝑥 = ∫− 𝑡
𝑥𝑡 + 1

⋅
2(𝑡2 − 𝑡 + 1)
(1 − 𝑡2)2

d𝑡 = ∫ 2𝑡d𝑡
𝑡2 − 1

= ln(𝑡2 − 1).

从关系式中反解出 𝑥 代回即可.

15 总结
• 有理函数积分：部分分式分解是关键
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• 三角函数积分：灵活运用三角恒等式和代换

• 根式函数积分：三角代换是常用方法

掌握这些常见类型的不定积分计算方法，结合换元积分法和分部积分法，可以解决大部分的不定

积分问题。

‖ 实际计算中，多练习、多总结是提高积分计算能力的最佳途径。
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