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前言

本讲义面向两个不同层次的学生群体：

第一部分（第 1–4章）面向微积分层次的学生，重点讲解基本公式与计算方法，帮助读者快速掌握多元函
数积分学的核心计算技能。

第二部分（第 5–8章）面向数学分析层次的学生，深入讲解更有技巧性的方法与严格的理论证明，为进一
步学习分析学和相关领域打下坚实基础。

读者可根据自身需要选择性阅读，也可将第一部分作为基础先行学习，再进入第二部分的提高内容。
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第一部分

微积分层次——基本公式与计算方法



第一章 二重积分

1.1 知识要点

二重积分的概念

定义 1.1.1 (二重积分)

♣

设 𝐷 是 𝑥𝑂𝑦平面上的有界闭区域，函数 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) 在 𝐷 上有定义且有界。将 𝐷 任意分割为 𝑛个小区域

Δ𝜎1,Δ𝜎2, . . . ,Δ𝜎𝑛（其面积也用同一记号表示），在每个 Δ𝜎𝑖 上任取一点 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)。记 𝜆 = max{diam(Δ𝜎𝑖)}
为最大直径。若极限

lim
𝜆→0

𝑛∑
𝑖=1

𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)Δ𝜎𝑖

存在且与分割方式和取点方式无关，则称此极限为 𝑓 (𝑥, 𝑦)在 𝐷 上的二重积分，记作¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 .

此时称 𝑓 (𝑥, 𝑦)在 𝐷 上可积。

定义 1.1.2 (X型区域与 Y型区域)

♣

若区域 𝐷 可表示为

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1 (𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2 (𝑥)},

其中 𝜑1, 𝜑2在 [𝑎, 𝑏] 上连续，则称 𝐷 为 X型区域。
若区域 𝐷 可表示为

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝜓1 (𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜓2 (𝑦)},

其中 𝜓1, 𝜓2在 [𝑐, 𝑑] 上连续，则称 𝐷 为 Y型区域。

二重积分的基本性质

设 𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦)在 𝐷 上可积，则以下性质成立。

定理 1.1.1 (线性性)

♥

对任意常数 𝛼, 𝛽， ¨
𝐷
[𝛼 𝑓 (𝑥, 𝑦) + 𝛽𝑔(𝑥, 𝑦)] d𝜎 = 𝛼

¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 + 𝛽

¨
𝐷
𝑔(𝑥, 𝑦) d𝜎 .

定理 1.1.2 (区域可加性)

♥

若 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2且 𝐷1, 𝐷2 无公共内点，则¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 =
¨

𝐷1

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 +
¨

𝐷2

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 .

定理 1.1.3 (保序性)
若在 𝐷 上 𝑓 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑦)，则 ¨

𝐷
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 ≤

¨
𝐷
𝑔(𝑥, 𝑦) d𝜎 .



1.2 方法总结

♥
特别地，

����¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎
���� ≤ ¨

𝐷
| 𝑓 (𝑥, 𝑦) | d𝜎。

定理 1.1.4 (积分中值定理)

♥

若 𝑓 (𝑥, 𝑦)在有界闭区域 𝐷 上连续，则存在 (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐷，使得¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 = 𝑓 (𝜉, 𝜂) · 𝜎(𝐷),

其中 𝜎(𝐷) 为 𝐷 的面积。

二重积分的计算

定理 1.1.5 (Fubini定理——矩形区域)

♥

设 𝐷 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 为矩形区域， 𝑓 (𝑥, 𝑦)在 𝐷 上连续，则¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =
ˆ 𝑏

𝑎

(ˆ 𝑑

𝑐
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦

)
d𝑥 =

ˆ 𝑑

𝑐

(ˆ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

)
d𝑦 .

即积分次序可交换。

定理 1.1.6 (X型区域的累次积分)

♥

设 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1 (𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2 (𝑥)}， 𝑓 在 𝐷 上连续，则¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =
ˆ 𝑏

𝑎

(ˆ 𝜑2 (𝑥 )

𝜑1 (𝑥 )
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦

)
d𝑥 .

定理 1.1.7 (Y型区域的累次积分)

♥

设 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝜓1 (𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜓2 (𝑦)}， 𝑓 在 𝐷 上连续，则¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =
ˆ 𝑑

𝑐

(ˆ 𝜓2 (𝑦)

𝜓1 (𝑦)
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

)
d𝑦 .

定理 1.1.8 (极坐标变换)

♥

设变换 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 将 𝑟𝜃 平面上的区域 𝐷′ 一一映射到 𝐷， 𝑓 (𝑥, 𝑦) 在 𝐷 上连续，则¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =
¨

𝐷′
𝑓 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) · 𝑟 d𝑟 d𝜃 .

面积元素 d𝑥 d𝑦 = 𝑟 d𝑟 d𝜃。

定理 1.1.9 (对称性简化)

♥

1. 若 𝐷关于 𝑥轴对称，且 𝑓 (𝑥,−𝑦) = − 𝑓 (𝑥, 𝑦)（关于 𝑦为奇函数），则
˜

𝐷 𝑓 d𝜎 = 0；若 𝑓 (𝑥,−𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
（关于 𝑦为偶函数），则

˜
𝐷 𝑓 d𝜎 = 2

˜
𝐷上

𝑓 d𝜎。
2. 若 𝐷关于 𝑦轴对称，且 𝑓 (−𝑥, 𝑦) = − 𝑓 (𝑥, 𝑦)（关于 𝑥为奇函数），则

˜
𝐷 𝑓 d𝜎 = 0；若 𝑓 (−𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)

（关于 𝑥为偶函数），则
˜

𝐷 𝑓 d𝜎 = 2
˜

𝐷右
𝑓 d𝜎。

3. 若𝐷关于原点对称且 𝑓 (−𝑥,−𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)，则
˜

𝐷 𝑓 d𝜎 = 2
˜

𝐷1
𝑓 d𝜎（𝐷1为一半区域）；若 𝑓 (−𝑥,−𝑦) =

− 𝑓 (𝑥, 𝑦)，则积分为零。
4. 若 𝐷 关于直线 𝑦 = 𝑥对称（即轮换对称），则

˜
𝐷 𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝜎 =

˜
𝐷 𝑓 (𝑦, 𝑥) d𝜎。
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1.2 方法总结

1.2 方法总结
1. 画出积分区域：确定 𝐷 的形状及边界曲线，判断其属于 X型、Y型或混合型。
2. 选择积分次序：根据被积函数和区域形状，选择先 𝑦后 𝑥或先 𝑥后 𝑦。

3. 利用对称性：检查被积函数和区域的对称性以简化计算。
4. 换元：若积分区域为圆、扇形、圆环形或边界含 𝑥2 + 𝑦2，考虑极坐标变换。

5. 分割区域：当区域不是单一 X型或 Y型时，可用平行于坐标轴的直线将其分割。

1.3 例题
例 1.1已知平面区域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑦}，计算二重积分

𝐼1 =
¨

𝐷
(𝑥 + 𝑦 + 1)2 d𝑥 d𝑦 .

例 1.2求积分 ¨
𝐷

(√
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦

)
d𝑥 d𝑦 ,

其中 𝐷 是由圆 𝑥2 + 𝑦2 = 4内部和圆 (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1外部所围成的平面区域。

1.4 习题
� 练习 1.1
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第二章 三重积分

2.1 知识要点

三重积分的概念

定义 2.1.1 (三重积分)

♣

设 Ω 是空间有界闭区域，函数 𝑢 = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 在 Ω 上有定义且有界。将 Ω 任意分割为 𝑛 个小区域

Δ𝑉1, . . . ,Δ𝑉𝑛，在每个 Δ𝑉𝑖 上任取一点 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖)。记 𝜆为最大直径。若极限

lim
𝜆→0

𝑛∑
𝑖=1

𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖)Δ𝑉𝑖

存在且与分割方式和取点方式无关，则称此极限为 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 在 Ω上的三重积分，记作˚
Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 .

定义 2.1.2 (投影区域与截面)

♣

对于空间区域 Ω：

记 Ω在 𝑥𝑂𝑦平面上的投影区域为 𝐷𝑥𝑦。

记 Ω被平面 𝑧 = 𝑡 所截的截面为 Ω𝑡。

三重积分的计算方法

定理 2.1.1 (投影法（先一后二）)

♥

设 Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦 , 𝑧1 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2 (𝑥, 𝑦)}， 𝑓 在 Ω上连续，则
˚

Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧 =

¨
𝐷𝑥𝑦

(ˆ 𝑧2 (𝑥,𝑦)

𝑧1 (𝑥,𝑦)
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧

)
d𝑥 d𝑦 .

定理 2.1.2 (截面法（先二后一）)

♥

设 Ω介于平面 𝑧 = 𝑐与 𝑧 = 𝑑 之间，用平行于 𝑥𝑂𝑦的平面截 Ω所得截面为 𝐷𝑧，则˚
Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧 =

ˆ 𝑑

𝑐

(¨
𝐷𝑧

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦
)

d𝑧 .

当 𝑓 只依赖于 𝑧或被积函数在截面上易于积分时特别有效。

定理 2.1.3 (柱坐标变换)

♥

设变换 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑧（𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋），则˚
Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧 =

˚
Ω′

𝑓 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃, 𝑧) · 𝑟 d𝑟 d𝜃 d𝑧 .

体积元素 d𝑉 = 𝑟 d𝑟 d𝜃 d𝑧。

定理 2.1.4 (球坐标变换)
设变换 𝑥 = 𝜌 sin 𝜑 cos 𝜃, 𝑦 = 𝜌 sin 𝜑 sin 𝜃, 𝑧 = 𝜌 cos 𝜑（𝜌 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋），则˚

Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧 =

˚
Ω′

𝑓 (𝜌 sin 𝜑 cos 𝜃, 𝜌 sin 𝜑 sin 𝜃, 𝜌 cos 𝜑) · 𝜌2 sin 𝜑 d𝜌 d𝜑 d𝜃 .



2.2 方法总结

♥
体积元素 d𝑉 = 𝜌2 sin 𝜑 d𝜌 d𝜑 d𝜃。

定理 2.1.5 (对称性简化)

♥

1. 若 Ω关于 𝑥𝑂𝑦平面对称：

𝑓 (𝑥, 𝑦,−𝑧) = − 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)（关于 𝑧为奇函数） =⇒ 积分为零；

𝑓 (𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)（偶函数） =⇒ 积分等于上半区域积分的两倍。

2. 关于 𝑦𝑂𝑧、𝑧𝑂𝑥平面对称的情形类似。

3. 轮换对称性：若 Ω关于变量轮换不变，则˚
Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 =

˚
Ω
𝑓 (𝑦, 𝑧, 𝑥) d𝑉 =

˚
Ω
𝑓 (𝑧, 𝑥, 𝑦) d𝑉 .

2.2 方法总结
1. 分析区域形状：画出 Ω的草图，判断其对称性和坐标面投影。

2. 选择坐标系：球形/锥形区域优先球坐标；柱形区域优先柱坐标；一般区域用直角坐标。
3. 选择积分次序：投影法（先一后二）与截面法（先二后一）的灵活运用。
4. 利用对称性：充分利用积分区域和被积函数的对称性。

2.3 例题
例 2.1某物体在空间直角坐标系下表示为以下有界闭区域

𝑉 =

{
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

�����
√
𝑥2 + 𝑦2

tan𝛼
≤ 𝑧 ≤

√
4 − 𝑥2 − 𝑦2

}
, 0 < 𝛼 <

𝜋

2
.

已知 𝑉 内任一点的密度值等于该点到原点的距离。

(1)求此物体的质量 𝑀 .
(2) 𝛼取何值时，此物体的重心位于 (0, 0, 1)?

例 2.2设均匀椭球 𝑥2

𝑎2+
𝑦2

𝑏2+
𝑧2

𝑐2 ≤ 1，密度为 1，𝑙是过原点直线，且椭球上任意一点到该直线距离为
√
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧)2

（其中 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 = 1），求椭球绕 𝑙 旋转的转动惯量。

2.4 习题
� 练习 2.1
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第三章 曲线积分

3.1 知识要点

第一类曲线积分（对弧长的积分）

定义 3.1.1 (第一类曲线积分)

♣

设 𝐿 为 𝑥𝑂𝑦 平面上一条光滑（或分段光滑）曲线弧，函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) 在 𝐿 上有定义且有界。将 𝐿 任意分割

为 𝑛个小弧段 Δ𝑠1, . . . ,Δ𝑠𝑛，在每个 Δ𝑠𝑖 上任取一点 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)。记 𝜆 = maxΔ𝑠𝑖。若极限

lim
𝜆→0

𝑛∑
𝑖=1

𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)Δ𝑠𝑖

存在且与分割方式和取点方式无关，则称其为 𝑓 (𝑥, 𝑦)沿 𝐿 的第一类曲线积分，记作ˆ
𝐿
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑠 .

定理 3.1.1 (第一类曲线积分的计算)

♥

设曲线 𝐿的参数方程为 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]，其中 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)在 [𝛼, 𝛽] 上有连续导数， 𝑓 在 𝐿上连

续，则 ˆ
𝐿
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑠 =

ˆ 𝛽

𝛼
𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

√
[𝑥′ (𝑡)]2 + [𝑦′ (𝑡)]2 d𝑡 .

弧长微元 d𝑠 =
√
[𝑥′ (𝑡)]2 + [𝑦′ (𝑡)]2 d𝑡。

特别地，若 𝐿的方程为 𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]，则ˆ
𝐿
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑠 =

ˆ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦(𝑥))

√
1 + [𝑦′ (𝑥)]2 d𝑥 .

第二类曲线积分（对坐标的积分）

定义 3.1.2 (第二类曲线积分)

♣

设 𝐿为有向光滑曲线弧， ®𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦)®𝑖 +𝑄(𝑥, 𝑦) ®𝑗 在 𝐿上有定义。将 𝐿按方向分割为 𝑛个小弧段，记

第 𝑖段的弧微分为 d®𝑠 = (d𝑥 , d𝑦)。若和式的极限存在，则分别定义ˆ
𝐿
𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 = lim

𝜆→0

𝑛∑
𝑖=1

𝑃(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)Δ𝑥𝑖 ,
ˆ
𝐿
𝑄(𝑥, 𝑦) d𝑦 = lim

𝜆→0

𝑛∑
𝑖=1

𝑄(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)Δ𝑦𝑖 .

合写为

ˆ
𝐿
𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦。

定理 3.1.2 (第二类曲线积分的计算)

♥

设曲线 𝐿 的参数方程为 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡)，𝑡 从 𝛼变到 𝛽（对应 𝐿 的起点到终点），则ˆ
𝐿
𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 +𝑄(𝑥, 𝑦) d𝑦 =

ˆ 𝛽

𝛼

[
𝑃(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑥′ (𝑡) +𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑦′ (𝑡)

]
d𝑡 .



3.2 方法总结

定理 3.1.3 (两类曲线积分的关系)

♥

ˆ
𝐿
𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 =

ˆ
𝐿

(
𝑃 cos𝛼 +𝑄 cos 𝛽

)
d𝑠 ,

其中 (cos𝛼, cos 𝛽)为曲线 𝐿在点 (𝑥, 𝑦)处沿前进方向的单位切向量。

Green公式

定理 3.1.4 (Green公式)

♥

设闭区域 𝐷 由分段光滑的简单闭曲线 𝐿 围成，函数 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)在 𝐷 上有一阶连续偏导数，则˛
𝐿
𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 =

¨
𝐷

(
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)
d𝑥 d𝑦 ,

其中 𝐿 取正向（沿 𝐿行走时区域 𝐷 始终在左侧）。

3.2 方法总结
1. 参数化曲线：将曲线写成参数方程，代入公式直接计算。
2. Green公式：封闭曲线上的第二类曲线积分优先考虑 Green公式转化为二重积分。
3. 补线法：对非封闭曲线，可补上简单线段使其封闭，用 Green公式后再减去补线的积分。
4. 利用与路径无关性：若 𝜕𝑄

𝜕𝑥 = 𝜕𝑃
𝜕𝑦 在单连通区域上成立，可改变积分路径以简化计算。

5. 挖洞法：当被积函数在区域内存在奇点时，将奇点用小曲线挖去，使 Green公式能被应用于剩余区域；选
择与分母适配的辅助曲线（通常为圆或椭圆）可以极大简化积分。

3.3 例题

例 3.1设 𝐿 为椭圆
𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1（𝑎, 𝑏 > 0），取逆时针方向。计算
˛
𝐿

𝑥 d𝑦 − 𝑦 d𝑥
𝑥2 + 𝑦2 .

例 3.2已知曲线 𝐿 : 𝑥 = 𝑒𝑡 cos 𝑡, 𝑦 = 𝑒𝑡 sin 𝑡, 𝑧 = 𝑒𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1，求第一类曲线积分ˆ
𝐿

2
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 d𝑠 .

例 3.3设 𝐶 是围绕原点的光滑简单闭曲线，方向为逆时针方向，求˛
𝐶

2𝑥𝑦 d𝑥 − 𝑥2 d𝑦
𝑥4 + 𝑦2 .

例 3.4已知 𝐿 为从点 𝐴(−2, 0)沿 𝑦 =

√
1 − 𝑥2

4
到点 𝐵(2, 0)，计算第二类曲线积分

𝐼2 =
ˆ
𝐿
(𝑥2 − 𝑦2) d𝑥 + (𝑥 + 𝑦) d𝑦 .

3.4 习题
� 练习 3.1
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第四章 曲面积分

4.1 知识要点

第一类曲面积分（对面积的积分）

定义 4.1.1 (第一类曲面积分)

♣

设 Σ 为光滑（或分片光滑）曲面，函数 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 在 Σ 上有定义且有界。将 Σ 任意分割为 𝑛 个小片

Δ𝑆1, . . . ,Δ𝑆𝑛，在每个 Δ𝑆𝑖 上任取一点 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖)。记 𝜆为最大直径。若极限

lim
𝜆→0

𝑛∑
𝑖=1

𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖)Δ𝑆𝑖

存在且与分割方式和取点方式无关，则称其为 𝑓 在 Σ上的第一类曲面积分，记作¨
Σ
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑆 .

定理 4.1.1 (第一类曲面积分的计算)

♥

设曲面 Σ的方程为 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦，其中 𝑧(𝑥, 𝑦)在 𝐷𝑥𝑦 上有连续偏导数， 𝑓 在 Σ上连续，则¨
Σ
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑆 =

¨
𝐷𝑥𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))
√

1 + 𝑧2
𝑥 + 𝑧2

𝑦 d𝑥 d𝑦 .

面积微元 d𝑆 =
√

1 + 𝑧2
𝑥 + 𝑧2

𝑦 d𝑥 d𝑦。类似可得到向 𝑦𝑂𝑧、𝑧𝑂𝑥平面投影的计算公式。

第二类曲面积分（对坐标的积分）

定义 4.1.2 (第二类曲面积分)

♣

设 Σ为有向光滑曲面，指定其一侧为正向（单位法向量 ®𝑛 = (cos𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾)）。向量场 ®𝐹 = (𝑃,𝑄, 𝑅)在
Σ上有定义。定义 ¨

Σ
𝑃 d𝑦 d𝑧 +𝑄 d𝑧 d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦 =

¨
Σ
(𝑃 cos𝛼 +𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾) d𝑆 ,

右侧为第一类曲面积分，其中 (cos𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) 为指定侧的单位法向量。

定理 4.1.2 (第二类曲面积分的投影计算)

♥

设曲面 Σ的方程为 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦，取上侧（法向量与 𝑧轴正向夹角小于 90◦），则¨
Σ
𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 =

¨
𝐷𝑥𝑦

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)) d𝑥 d𝑦 .

取下侧时加负号。类似可得
˜

Σ 𝑃 d𝑦 d𝑧和
˜

Σ 𝑄 d𝑧 d𝑥的计算公式。



4.2 方法总结

Gauss公式与 Stokes公式

定理 4.1.3 (Gauss公式（散度定理）)

♥

设空间闭区域 Ω由分片光滑的闭曲面 Σ围成，函数 𝑃,𝑄, 𝑅在 Ω上有一阶连续偏导数，则‹
Σ
𝑃 d𝑦 d𝑧 +𝑄 d𝑧 d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦 =

˚
Ω

(
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑄

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑅

𝜕𝑧

)
d𝑉 ,

其中 Σ取外侧（法向量指向 Ω的外部）。

定理 4.1.4 (Stokes公式)

♥

设 Γ为分段光滑的空间有向闭曲线，Σ是以 Γ为边界的分片光滑有向曲面，函数 𝑃,𝑄, 𝑅在包含 Σ的空间

区域内有一阶连续偏导数，则

˛
Γ
𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 + 𝑅 d𝑧 =

¨
Σ

��������
d𝑦 d𝑧 d𝑧 d𝑥 d𝑥 d𝑦

𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

�������� ,
其中 Γ的方向与 Σ的侧按右手法则确定。

4.2 方法总结
1. 投影法：将曲面投影到坐标面，转化为二重积分计算。
2. Gauss公式：封闭曲面上的第二类曲面积分优先考虑 Gauss公式转化为三重积分。
3. 补面法：对非封闭曲面，可补上简单曲面使其封闭，用 Gauss公式后再减去补面的积分。
4. Stokes公式：空间封闭曲线上的第二类曲线积分可转化为曲面积分，或将曲面积分转化为边界曲线积分。
5. 化为第一类积分：利用法向量将第二类曲面积分统一表达。

4.3 例题
例 4.1已知曲面 Σ : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1，计算第一类曲面积分¨

Σ
𝑥2 d𝑆 .

例 4.2已知有向曲面 Σ : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 (𝑧 ≥ 0)，方向取上侧，计算第二类曲面积分

𝐼 =
¨

Σ
cos 𝑥 d𝑦 d𝑧 −

√
1 − 𝑦2 d𝑧 d𝑥 + 𝑧 d𝑥 d𝑦 .

例 4.3已知有向曲面 𝑆 : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑧 (𝑧 ≤ 2)，方向取下侧，计算第二类曲面积分

𝐼3 =
¨

𝑆
𝑥2𝑦 d𝑦 d𝑧 − 𝑥𝑦2 d𝑧 d𝑥 + 3𝑧 d𝑥 d𝑦 .

4.4 习题
� 练习 4.1
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第五章 重积分变量变换

5.1 知识要点

一般变量变换公式

定理 5.1.1 (二重积分的变量变换)

♥

设变换

𝑇 : 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣)

将 𝑢𝑣平面上的有界闭区域 𝐷′一一地映为 𝑥𝑦平面上的有界闭区域 𝐷，且 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐶1 (𝐷′)，Jacobi
行列式

𝐽 (𝑢, 𝑣) = 𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝑢, 𝑣) =

�����𝑥𝑢 𝑥𝑣

𝑦𝑢 𝑦𝑣

����� ≠ 0 (在𝐷′ 内部).

若 𝑓 (𝑥, 𝑦)在 𝐷 上连续，则¨
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =
¨

𝐷′
𝑓 (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) |𝐽 (𝑢, 𝑣) | d𝑢 d𝑣 .

定理 5.1.2 (三重积分的变量变换)

♥

设变换

𝑇 : 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)

将 𝑢𝑣𝑤空间中的有界闭区域 Ω′ 一一地映为 Ω，且各偏导数连续，Jacobi行列式

𝐽 (𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝜕 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕 (𝑢, 𝑣, 𝑤) ≠ 0 (在Ω′ 内部).

若 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)在 Ω上连续，则˚
Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧 =

˚
Ω′

𝑓 (𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)) |𝐽 | d𝑢 d𝑣 d𝑤 .

常用变换的 Jacobi行列式

定理 5.1.3 (平面极坐标)

♥

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃：

𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝑟, 𝜃) = 𝑟.

定理 5.1.4 (空间柱坐标)

♥

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑧：

𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕 (𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝑟.

定理 5.1.5 (空间球坐标)

♥

𝑥 = 𝜌 sin 𝜑 cos 𝜃, 𝑦 = 𝜌 sin 𝜑 sin 𝜃, 𝑧 = 𝜌 cos 𝜑：

𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕 (𝜌, 𝜑, 𝜃) = 𝜌2 sin 𝜑.



5.2 方法总结

定理 5.1.6 (广义极坐标)

♥

𝑥 = 𝑎𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑏𝑟 sin 𝜃（𝑎, 𝑏 > 0）：
𝐽 = 𝑎𝑏𝑟.

适用于椭圆区域 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 ≤ 1。

定理 5.1.7 (广义球坐标)

♥

𝑥 = 𝑎𝜌 sin 𝜑 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑏𝜌 sin 𝜑 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑐𝜌 cos 𝜑（𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0）：

𝐽 = 𝑎𝑏𝑐𝜌2 sin 𝜑.

变量变换公式的证明思路

定理 5.1.8

♥二重积分变量变换公式成立。

证明 证明分为以下步骤：

1. 分割区域：将 𝐷′用平行于坐标轴的直线网分割为小矩形 Δ𝐷′
𝑖。在变换 𝑇 下，每个小矩形对应 𝐷 中的曲边

平行四边形 Δ𝐷𝑖。

2. 线性近似：在局部，变换 𝑇 可由其 Jacobi 矩阵近似。小矩形 Δ𝐷′
𝑖 的面积 Δ𝑢Δ𝑣，经线性变换后面积变为

|𝐽 |Δ𝑢Δ𝑣（忽略高阶无穷小）。
3. 构造 Riemann和：原积分的 Riemann和经变换后可近似为∑

𝑓 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)Δ𝜎𝑖 ≈
∑

𝑓 (𝑥(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖), 𝑦(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖)) |𝐽 (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖) |Δ𝑢Δ𝑣.

4. 取极限：令分割加密（𝜆 → 0），两端取极限即得变换公式。
详细证明需用到二重积分的定义、一致连续性以及 Jacobi行列式的连续性。 □

5.2 方法总结
1. 观察区域边界：由边界方程的形状选择适当的变换（椭圆、双曲线等）。
2. 观察被积函数：若被积函数含有 𝑓 (𝑥2 + 𝑦2)、 𝑓 (𝑦/𝑥)等表达式，优先考虑极坐标。
3. 广义坐标：对于椭圆、椭球等区域，选取合适的缩放因子 𝑎, 𝑏, 𝑐。

4. 正定二次型：对于由正定二次型 𝐻 (𝒙) ≤ 1定义的椭球区域，可通过正交变换 𝐻 (𝒙) = 𝒚T𝒚将其标准化为单

位球。

5.3 例题

例 5.1设 𝐻 (𝒙) =
∑3

𝑖, 𝑗=1 𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗，𝑨 = (𝑎𝑖 𝑗 )是 3阶正定对称阵。求

𝐼 =
˚

𝐻 (𝒙)≤1
𝑒
√

𝐻 (𝒙) d𝑥1 d𝑥2 d𝑥3 .

例 5.2求 ˘
𝑥,𝑦,𝑧,𝑢≥0

𝑥2+𝑦2+𝑧2+𝑢2≤1

√
1 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2 − 𝑢2

1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑢2 d𝑥 d𝑦 d𝑧 d𝑢 .
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5.4 习题

5.4 习题
� 练习 5.1
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第六章 曲线积分与路径无关性

6.1 知识要点

基本概念

定义 6.1.1 (势函数（原函数）)

♣

设在区域 𝐷 上给定向量场 ®𝐹 = (𝑃,𝑄)。若存在可微函数 𝑢(𝑥, 𝑦) 使得在 𝐷 上恒有

d𝑢 = 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 ,

即 𝜕𝑢
𝜕𝑥 = 𝑃, 𝜕𝑢

𝜕𝑦 = 𝑄，则称 𝑢(𝑥, 𝑦)为 ®𝐹 的势函数（或原函数），称 ®𝐹 为保守场。

定义 6.1.2 (单连通区域)

♣

若区域 𝐷 内任何一条简单闭曲线所围的区域都完全包含在 𝐷 内（即 𝐷 没有 “洞”），则称 𝐷 为单连通区

域。否则称为多连通区域（复连通区域）。

积分与路径无关的等价条件

定理 6.1.1 (积分与路径无关的四个等价条件)

♥

设 𝐷 ⊂ R2为单连通区域，函数 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1 (𝐷)，则以下四个命题等价：
1. 对 𝐷 内任意两点 𝐴, 𝐵，曲线积分

´
𝐿 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦与路径 𝐿 无关（只与起点和终点有关）。

2. 对 𝐷 内任意封闭曲线 𝐶，有
¸
𝐶 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 = 0。

3. 在 𝐷 内恒有
𝜕𝑄

𝜕𝑥
=

𝜕𝑃

𝜕𝑦
。

4. 存在 𝐷 上的可微函数 𝑢(𝑥, 𝑦)，使得 d𝑢 = 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦（即 ®𝐹 = (𝑃,𝑄)是保守场）。

证明 [等价性证明概要] (1) ⇒ (2)：取同一闭合曲线正向和反向两段，由路径无关性知积分相反，故总和为零。
(2) ⇒ (1)：设 𝐿1, 𝐿2 为从 𝐴到 𝐵的两条路径，则 𝐿1 ∪ (−𝐿2) 为闭曲线，由 (2)得

´
𝐿1
−
´
𝐿2

= 0，故积分值
相等。

(2) ⇒ (3)：由 Green公式，对 𝐷内任意闭曲线 𝐶所围区域 𝐺，
˜

𝐺 (𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) d𝑥 d𝑦 =
¸
𝐶 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 = 0。由

𝐺 的任意性得 𝑄𝑥 − 𝑃𝑦 ≡ 0。
(3) ⇒ (4)：固定 (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷，定义

𝑢(𝑥, 𝑦) =
ˆ (𝑥,𝑦)

(𝑥0 ,𝑦0 )
𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 ,

其中积分路径取从 (𝑥0, 𝑦0)到 (𝑥, 𝑦)的任一折线段。由条件 (3)（已隐含前三条的等价性），该积分与路径无关，且
可验证 𝜕𝑢

𝜕𝑥 = 𝑃, 𝜕𝑢
𝜕𝑦 = 𝑄。

(4) ⇒ (1)：若 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 = d𝑢，则
´
𝐿 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 = 𝑢(𝐵) − 𝑢(𝐴)，显然与路径无关。 □



6.2 方法总结

原函数的求法

定理 6.1.2 (原函数的求法)

♥

设 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 𝜕𝑃

𝜕𝑦 在单连通区域 𝐷 上成立。则原函数可按如下方法求得：

1. 折线积分法：固定 (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷，则

𝑢(𝑥, 𝑦) =
ˆ 𝑥

𝑥0

𝑃(𝑡, 𝑦0) d𝑡 +
ˆ 𝑦

𝑦0

𝑄(𝑥, 𝑡) d𝑡 + 𝐶.

2. 偏积分法：由 𝑢𝑥 = 𝑃，对 𝑥积分得 𝑢(𝑥, 𝑦) =
´
𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝜑(𝑦)，再代入 𝑢𝑦 = 𝑄确定 𝜑(𝑦)。

3. 凑微分法：将被积表达式直接凑为某个函数的全微分。

多连通区域上的注记

注若 𝐷为多连通区域，则 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 𝜕𝑃

𝜕𝑦 不足以保证积分与路径无关。以著名的例子
−𝑦

𝑥2 + 𝑦2 d𝑥 + 𝑥

𝑥2 + 𝑦2 d𝑦为例，在

去掉原点的任何单连通区域上可验证 𝑄𝑥 = 𝑃𝑦，但绕原点的闭曲线积分值为 2𝜋 ≠ 0（称为循环常数）。

6.2 方法总结

1. 验证条件：先检查 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 𝜕𝑃

𝜕𝑦 是否成立；若成立且区域单连通，则积分与路径无关。

2. 改变路径：当与路径无关时，选择最简单的路径（如平行于坐标轴的折线）进行计算。
3. 求原函数：使用偏积分法或折线积分法求出势函数 𝑢(𝑥, 𝑦)，则积分值为 𝑢(𝐵) − 𝑢(𝐴)。
4. 多连通情形：验证区域不含奇点，或利用循环常数修正结果。

6.3 例题
例 6.1

6.4 习题
� 练习 6.1
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第七章 积分基本定理的证明

7.1 知识要点
本章给出 Green公式、Gauss公式和 Stokes公式的严格证明。这三个公式是多元函数积分学的基本定理，分

别建立了平面区域积分与边界积分、空间区域积分与边界曲面积分、曲面积分与边界曲线积分之间的联系。它

们可以统一地表示为微积分基本定理在多元情形下的推广：ˆ
Ω

d𝜔 =
ˆ
𝜕Ω

𝜔.

Green公式的证明

定理 7.1.1 (Green公式)

♥

设平面有界闭区域 𝐷 由分段光滑的简单闭曲线 𝐿 围成，函数 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) 在 𝐷 上有一阶连续偏导数，

则 ˛
𝐿
𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 =

¨
𝐷

(
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)
d𝑥 d𝑦 ,

其中 𝐿 取正向。

证明 先证 𝐷 同时为 X型和 Y型区域的情形。

第一步：证

˛
𝐿
𝑃 d𝑥 = −

¨
𝐷

𝜕𝑃

𝜕𝑦
d𝑥 d𝑦。

设 𝐷 为 X型区域：
𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1 (𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2 (𝑥)}.

则 ¨
𝐷

𝜕𝑃

𝜕𝑦
d𝑥 d𝑦 =

ˆ 𝑏

𝑎

(ˆ 𝜑2 (𝑥 )

𝜑1 (𝑥 )

𝜕𝑃

𝜕𝑦
d𝑦

)
d𝑥 =

ˆ 𝑏

𝑎

[
𝑃(𝑥, 𝜑2 (𝑥)) − 𝑃(𝑥, 𝜑1 (𝑥))

]
d𝑥 .

另一方面，闭曲线 𝐿 可分为下弧 𝐿1 : 𝑦 = 𝜑1 (𝑥)（从左到右）和上弧 𝐿2 : 𝑦 = 𝜑2 (𝑥)（从右到左）。计算沿 𝐿

的积分：˛
𝐿
𝑃 d𝑥 =

ˆ
𝐿1

𝑃 d𝑥 +
ˆ
𝐿2

𝑃 d𝑥 =
ˆ 𝑏

𝑎
𝑃(𝑥, 𝜑1 (𝑥)) d𝑥 −

ˆ 𝑏

𝑎
𝑃(𝑥, 𝜑2 (𝑥)) d𝑥 = −

ˆ 𝑏

𝑎

[
𝑃(𝑥, 𝜑2 (𝑥)) − 𝑃(𝑥, 𝜑1 (𝑥))

]
d𝑥 .

对比两式即得
¸
𝐿 𝑃 d𝑥 = −

˜
𝐷

𝜕𝑃
𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦。

第二步：设 𝐷 为 Y型区域，同理可证
˛
𝐿
𝑄 d𝑦 =

¨
𝐷

𝜕𝑄

𝜕𝑥
d𝑥 d𝑦。

第三步：两式相加即得 Green公式。

第四步（推广）：若 𝐷 不是同时为 X型和 Y型区域，可用辅助线将其分割为若干满足条件的子区域，对各子区
域分别应用 Green公式后求和。辅助线上的积分因方向相反而抵消，最终得证。 □



7.1 知识要点

Gauss公式的证明

定理 7.1.2 (Gauss公式)

♥

设空间有界闭区域 Ω由分片光滑的闭曲面 Σ围成，函数 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)在 Ω上有一阶连续

偏导数，则 ‹
Σ
𝑃 d𝑦 d𝑧 +𝑄 d𝑧 d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦 =

˚
Ω

(
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑄

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑅

𝜕𝑧

)
d𝑉 ,

其中 Σ取外侧。

证明 只需证明

‹
Σ
𝑅 d𝑥 d𝑦 =

˚
Ω

𝜕𝑅

𝜕𝑧
d𝑉，其余两项的证明类似。

设 Ω在 𝑥𝑂𝑦平面上的投影为 𝐷𝑥𝑦，且 Ω可表示为

Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦 , 𝑧1 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2 (𝑥, 𝑦)},

（即 Ω关于 𝑧方向是简单区域）。则˚
Ω

𝜕𝑅

𝜕𝑧
d𝑉 =

¨
𝐷𝑥𝑦

(ˆ 𝑧2 (𝑥,𝑦)

𝑧1 (𝑥,𝑦)

𝜕𝑅

𝜕𝑧
d𝑧

)
d𝑥 d𝑦 =

¨
𝐷𝑥𝑦

[
𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧2 (𝑥, 𝑦)) − 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧1 (𝑥, 𝑦))

]
d𝑥 d𝑦 .

曲面 Σ由三部分组成：下底面 Σ1 : 𝑧 = 𝑧1 (𝑥, 𝑦)（取内侧，即法向量指向 𝑧轴负方向）、上顶面 Σ2 : 𝑧 = 𝑧2 (𝑥, 𝑦)
（取外侧，即上侧）、以及侧面 Σ3（在 𝑥𝑂𝑦平面上的投影面积为零）。

对于 Σ1（内侧），d𝑥 d𝑦 = − d𝑥 d𝑦：
¨

Σ1

𝑅 d𝑥 d𝑦 = −
¨

𝐷𝑥𝑦

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧1 (𝑥, 𝑦)) d𝑥 d𝑦。

对于 Σ2（上侧），d𝑥 d𝑦 = d𝑥 d𝑦：
¨

Σ2

𝑅 d𝑥 d𝑦 =
¨

𝐷𝑥𝑦

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧2 (𝑥, 𝑦)) d𝑥 d𝑦。

对于 Σ3，投影面积为零，故
˜

Σ3
𝑅 d𝑥 d𝑦 = 0。

综上， ‹
Σ
𝑅 d𝑥 d𝑦 =

¨
𝐷𝑥𝑦

[
𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧2 (𝑥, 𝑦)) − 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧1 (𝑥, 𝑦))

]
d𝑥 d𝑦 =

˚
Ω

𝜕𝑅

𝜕𝑧
d𝑉 .

若 Ω不是简单区域，可用辅助曲面将其分割为若干满足上述条件的子区域，分别应用公式后求和（辅助曲

面上的积分因方向相反而抵消）。 □

Stokes公式的证明

定理 7.1.3 (Stokes公式)

♥

设 Γ为分段光滑的空间有向闭曲线，Σ是以 Γ为边界的分片光滑有向曲面，函数 𝑃,𝑄, 𝑅在包含 Σ的空间

区域内有一阶连续偏导数，则

˛
Γ
𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 + 𝑅 d𝑧 =

¨
Σ

��������
cos𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾

𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

�������� d𝑆 ,
其中 (cos𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) 为 Σ指定侧的单位法向量，Γ的方向与 Σ的侧满足右手法则。

证明 只需证明

˛
Γ
𝑃 d𝑥 =

¨
Σ

(
cos 𝛽

𝜕𝑃

𝜕𝑧
− cos 𝛾

𝜕𝑃

𝜕𝑦

)
d𝑆，其余两项的证明类似。

设曲面 Σ的方程为 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)，(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦，Σ取上侧。则

(cos𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) = 1√
1 + 𝑧2

𝑥 + 𝑧2
𝑦

(−𝑧𝑥 ,−𝑧𝑦 , 1).

在 Σ上，𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))，应用复合函数求导法则：
𝜕

𝜕𝑦
𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)) = 𝑃𝑦 + 𝑃𝑧 · 𝑧𝑦 .
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7.2 方法总结

𝜕Σ = Γ在 𝑥𝑂𝑦平面上的投影记为 Γ′，Γ′ 为 𝐷𝑥𝑦 的边界（取正向）。由 Green公式，˛
Γ
𝑃 d𝑥 =

˛
Γ′
𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)) d𝑥 = −

¨
𝐷𝑥𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)) d𝑥 d𝑦 = −

¨
𝐷𝑥𝑦

(𝑃𝑦 + 𝑃𝑧 · 𝑧𝑦) d𝑥 d𝑦 .

而

¨
Σ

(
cos 𝛽

𝜕𝑃

𝜕𝑧
− cos 𝛾

𝜕𝑃

𝜕𝑦

)
d𝑆 =

¨
𝐷𝑥𝑦

©­­«
−𝑧𝑦√

1 + 𝑧2
𝑥 + 𝑧2

𝑦

𝑃𝑧 −
1√

1 + 𝑧2
𝑥 + 𝑧2

𝑦

𝑃𝑦

ª®®¬ ·
√

1 + 𝑧2
𝑥 + 𝑧2

𝑦 d𝑥 d𝑦

= −
¨

𝐷𝑥𝑦

(𝑃𝑦 + 𝑃𝑧𝑧𝑦) d𝑥 d𝑦 .

两式相等，得证。

对于一般曲面（不能表示为 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) 的形式），可将其分割为若干满足上述条件的小片，对各片分别证明
后求和。 □

7.2 方法总结
1. Green公式的关键是将二重积分化为累次积分，利用 Newton–Leibniz公式。
2. Gauss公式的证明思想与 Green公式一致，只是维度升为三维。
3. Stokes公式的证明通过曲面参数化转化为平面区域的 Green公式。
4. 三者本质上是同一个定理在不同维度上的表现形式，均可统一于外微分形式下的 Stokes 定理：

´
𝜕𝑀 𝜔 =´

𝑀 d𝜔。

7.3 例题
例 7.1

7.4 习题
� 练习 7.1

19



第八章 综合方法与难题

8.1 知识要点

积分不等式

定理 8.1.1 (Cauchy–Schwarz不等式（积分形式）)

♥

设 𝑓 , 𝑔在区域 Ω上可积，则 (ˆ
Ω
𝑓 𝑔

)2
≤

(ˆ
Ω
𝑓 2

) (ˆ
Ω
𝑔2

)
.

定理 8.1.2 (Minkowski不等式)

♥

设 𝑓 , 𝑔在 Ω上可积，𝑝 ≥ 1，则(ˆ
Ω
| 𝑓 + 𝑔 |𝑝

)1/𝑝
≤

(ˆ
Ω
| 𝑓 |𝑝

)1/𝑝
+

(ˆ
Ω
|𝑔 |𝑝

)1/𝑝
.

含参变量积分的性质

定理 8.1.3 (含参变量积分的连续性)

♥

设 𝑓 (𝑥, 𝑦)在矩形区域 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 上连续，则函数

𝐼 (𝑦) =
ˆ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

在 [𝑐, 𝑑] 上连续。

定理 8.1.4 (含参变量积分的求导（Leibniz法则）)

♥

设 𝑓 (𝑥, 𝑦)及 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦)在 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 上连续，则
d
d𝑦

ˆ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 =

ˆ 𝑏

𝑎
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) d𝑥 .

定理 8.1.5 (含参变量积分的变限求导)

♥

设 𝑎(𝑦), 𝑏(𝑦) 可导， 𝑓 , 𝑓𝑦 连续，则

d
d𝑦

ˆ 𝑏 (𝑦)

𝑎 (𝑦)
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 =

ˆ 𝑏 (𝑦)

𝑎 (𝑦)
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑓 (𝑏(𝑦), 𝑦)𝑏′ (𝑦) − 𝑓 (𝑎(𝑦), 𝑦)𝑎′ (𝑦).

各积分之间的联系

定理 8.1.6 (统一视角)
Green公式、Gauss公式和 Stokes公式均可写成统一的 Newton–Leibniz形式：ˆ

𝜕𝑀
𝜔 =
ˆ
𝑀

d𝜔 .

其中：

𝑀 = 𝐷（平面区域），𝜕𝑀 = 𝐿，𝜔 = 𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦，d𝜔 = (𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) d𝑥 ∧ d𝑦 ↦→ Green公式。
𝑀 = Ω（空间区域），𝜕𝑀 = Σ，𝜔为 2-形式 ↦→ Gauss公式。



8.2 方法总结

♥𝑀 = Σ（曲面），𝜕𝑀 = Γ，𝜔为 1-形式 ↦→ Stokes公式。

广义积分与瑕积分（多元情形）

定义 8.1.1 (无界区域上的二重积分)

♣

设 𝐷为无界区域，𝑓 (𝑥, 𝑦) ≥ 0。取有界单调递增的区域列 𝐷𝑛 ↑ 𝐷，若极限 lim𝑛→∞
˜

𝐷𝑛
𝑓 d𝜎存在且与 𝐷𝑛

的选取无关，则称广义二重积分收敛，记作
˜

𝐷 𝑓 d𝜎。

定理 8.1.7 (比较判别法（多元）)

♥
若在无界区域 𝐷 上 0 ≤ 𝑓 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑦)，且

˜
𝐷 𝑔 d𝜎收敛，则

˜
𝐷 𝑓 d𝜎收敛。

8.2 方法总结
1. 积分不等式：利用一元积分不等式的证明方法在多元情形下的推广。
2. 含参变量积分：灵活运用 Leibniz法则进行积分号下求导，解决含有参数的特殊积分。
3. 各积分之间的互化：根据问题特点，选择最方便的公式将复杂积分转化为简单积分。
4. 广义积分：注意多元广义积分收敛性与累次积分收敛性之间的区别。
5. 估计技巧：利用梯度估计、对称性放缩、不等式等方法处理无法精确计算的积分的界。
6. Chebyshev型不等式：利用单调性构造恒正（或恒负）的重积分以导出不等式。

8.3 例题
例 8.1设 𝑓 (𝑥, 𝑦)在 𝐺 上一阶连续可微，在 𝜕𝐺 上 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0，𝐺 = {𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2}。证明：����¨

𝐺
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦

���� ≤ 𝜋

3
𝑎3 max

𝐺

{
( 𝑓 2

𝑥 + 𝑓 2
𝑦 )

1
2
}
.

例 8.2证明：
1.96 <

¨
|𝑥 |+|𝑦 | ≤10

1
100 + cos2 𝑥 + cos2 𝑦

d𝑥 d𝑦 < 2.

例 8.3设 𝑓 在 [0, 1] 上连续、单调减少且恒取正值，则´ 1
0 𝑥 𝑓 2 (𝑥) d𝑥´ 1
0 𝑥 𝑓 (𝑥) d𝑥

≤
´ 1

0 𝑓 2 (𝑥) d𝑥´ 1
0 𝑓 (𝑥) d𝑥

.

例 8.4设 𝑓 (𝑡)是连续函数，令
𝐹 (𝑡) =

˚
𝐷

𝑓 (𝑥𝑦𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧 ,

其中 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑡, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡}。证明：

𝐹′ (𝑡) = 3
𝑡

ˆ 𝑡3

0

𝑔(𝑢)
𝑢

d𝑢 ,

其中 𝑔(𝑢) =
´ 𝑢

0 𝑓 (𝑠) d𝑠。

8.4 习题
� 练习 8.1
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