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课程大纲

(1) 空间几何
向量与曲面

(2) 多元微分
偏导与极值

(3) 重积分
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(4) 线面积分
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(5) 三大公式
格林∙高斯
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(6) 无穷级数
数项∙幂级数

傅里叶

(7) 证明题
不等式与

向量恒等式
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板块一 空间解析几何与向量
核心思想

一句话概括
方向问题全部转为向量——法向量用叉积，共面判据用混合积，距离用叉积模除以底长。

• 数量积（点积）：a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3 = |a||b| cos θ ——判垂直、求夹角
• 向量积（叉积）：a × b ——求同时垂直于二者的向量、平行四边形面积
• 混合积：(a,b, c) = (a × b) · c ——平行六面体体积、判共面

易错提醒
叉积中间项的负号（源于三阶行列式展开的 −+−+ 规律）是高频丢分点！
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三阶行列式速记
给定行列式： ∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
两种算法：

1 按第一行展开（余子式法）

a1
∣∣∣∣b2 b3

c2 c3

∣∣∣∣− a2
∣∣∣∣b1 b3

c1 c3

∣∣∣∣+ a3
∣∣∣∣b1 b2

c1 c2

∣∣∣∣
2 对角线法则（沙路法）：三条「左上 → 右下」取正 + 三条「右上 → 左下」取负

例 ∣∣∣∣∣∣
2 3 −1
1 0 2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 · 0 · 1 + 3 · 2 · 0 + (−1) · 1 · 1− 0 · 0 · (−1)− 1 · 2 · 2− 1 · 1 · 3 = −5
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向量积（叉积）——核心工具

坐标公式：

a × b =

∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
=

a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1


几何意义：
• 方向：同时垂直于 a,b（右手定则）
• 模：|a||b| sin θ = 平行四边形面积

用途
• 求平面的法向量
• 求点到直线的距离
• 求与两向量都垂直的方向

易错
中间项 a3b1 − a1b3 带负号！忘记负号是经典
错误。
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平面与直线方程

平面方程
点法式：过点 P0(x0, y0, z0)，法向量 n = (A,B,C)

A(x − x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0

一般式：Ax + By + Cz + D = 0

空间直线方程
点向式（对称式）：过 P0，方向向量 s = (m, n, p)

x − x0
m =

y − y0
n =

z − z0
p

两直线关系
共面（平行/相交/异面）? ⇐⇒ 方向向量与连线向量的混合积 =0
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曲面与空间曲线

常见曲面：
• 旋转面：母线绕轴旋转，y = f(x) 绕 x 轴 →

y2 + z2 = [f(x)]2
• 柱面：缺少某一变量，如 F(x, y) = 0→ 母线

平行于 z 轴
• 球面：(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2

• 椭球面： x2
a2 + y2

b2 + z2
c2 = 1

空间曲线：

• 一般式：

{
F(x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
（两曲面交线）

• 参数式：


x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

关键技巧
识别旋转面：方程中某两个变量以平方和形式出
现
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切线与切平面

空间曲线切线（参数式）
曲线 r(t) = (x(t), y(t), z(t)) 在 t = t0 处：

切线方向：r′(t0) = (x′(t0), y′(t0), z′(t0))

曲面切平面与法线
曲面 F(x, y, z) = 0 在 P0 处：

法向量：n = (Fx,Fy,Fz)
∣∣
P0

切平面：Fx(P0)(x − x0) + Fy(P0)(y − y0) + Fz(P0)(z − z0) = 0

法线：
x − x0
Fx(P0)

=
y − y0
Fy(P0)

=
z − z0
Fz(P0)
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距离与投影问题

例
距离公式汇总：

• 点到平面距离：d =
|Ax0 + By0 + Cz0 + D|√

A2 + B2 + C2

• 点到直线距离：d =
|
−−→P0P × s|

|s| （叉积模 ÷ 方向向量模）

• 两异面直线距离：d =
|(s1, s2,

−−−→P1P2)|
|s1 × s2|

• 投影：projb a =
a · b
|b|2 b

证明.
思路统一：距离 = 用叉积求面积 ÷ 底长；投影 = 用点积提取分量。
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板块一 典型例题

例
设 a = (1, 1, 0)，b = (0, 1, 1)，c = (2,−3, 4)，求 (a × b) · c。

a × b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (1,−1, 1)

(a × b) · c = 1 · 2 + (−1) · (−3) + 1 · 4 = 2 + 3 + 4 = 9

例
求过点 (1, 2, 0) 且与平面 x + 2y − z = 3 平行的平面方程。

解：法向量相同 n = (1, 2,−1)，点法式：

1 · (x − 1) + 2 · (y − 2) + (−1) · (z − 0) = 0 =⇒ x + 2y − z = 5
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板块一 典型例题

例
设 a = (1, 1, 0)，b = (0, 1, 1)，c = (2,−3, 4)，求 (a × b) · c。

a × b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (1,−1, 1)

(a × b) · c = 1 · 2 + (−1) · (−3) + 1 · 4 = 2 + 3 + 4 = 9

例
求过点 (1, 2, 0) 且与平面 x + 2y − z = 3 平行的平面方程。解：法向量相同 n = (1, 2,−1)，点法式：

1 · (x − 1) + 2 · (y − 2) + (−1) · (z − 0) = 0 =⇒ x + 2y − z = 5
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板块二 多元函数微分学
关系图

偏导数存在 可微 连续

方向导数存在 偏导数连续

必 必

可推出可推出
?

核心区别
一元：可导 ⇔ 可微 ⇒ 连续
多元：偏导存在 ̸⇒ 可微 ̸⇒ 连续，方向导数存在不能由偏导推出
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典型反例

默认 (0,0) 所有函数的函数值皆为 0

例
f(x, y) = xy

x2+y2，在 (0,0) 处存在偏导但不连续，自然不可微

例
f(x, y) =

√
x2 + y2，在 (0,0) 处连续但不存在偏导

例
f(x, y) = (x2 + y2) sin 1√

x2+y2
在 (0, 0) 处偏导存在（均为 0），可微，但偏导不连续
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偏导数与高阶偏导

定义

fx(x0, y0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)
∆x

混合偏导的 Schwarz 定理
若 fxy 和 fyx 在某点连续，则 fxy = fyx（求导次序可交换）。

例
设 f(x, y) = x2e3y + sin(xy)，求全部二阶偏导。

fx = 2xe3y + y cos(xy), fy = 3x2e3y + x cos(xy)

fxx = 2e3y − y2 sin(xy), fyy = 9x2e3y − x2 sin(xy)
fxy = 6xe3y + cos(xy)− xy sin(xy) = fyx
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全微分与可微性

全微分定义
z = f(x, y) 在 (x0, y0) 可微，则

dz = fx(x0, y0) dx + fy(x0, y0) dy

即全增量 ∆z = fx∆x + fy∆y + o(
√

∆x2 +∆y2)

可微的判别条件
1 充分条件：偏导数在该点连续 ⇒ 可微
2 必要条件：可微 ⇒ 偏导数存在
3 充要条件（用定义判定）：

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

∆z − [fx∆x + fy∆y]√
∆x2 +∆y2

= 0
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方向导数与梯度

方向导数：

∂f
∂l = fx cosα+ fy cosβ + fz cos γ

其中 (cosα, cosβ, cos γ) 是单位方向向量。
梯度：

∇f =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,

∂f
∂z

)
梯度性质
• 梯度方向是函数增长最快的方向
• |∇f| = 最大方向导数
• 梯度垂直于等值面/等值线

方向导数与梯度的关系
∂f
∂l = ∇f · l0 = |∇f| cos θ

当 l 沿梯度方向时取最大值 |∇f|。
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复合函数求导——链式法则

树形图法（最可靠）
z = f(u, v), u = φ(x, y), v = ψ(x, y)，画出依赖树：

z
u v

x y x y

从 z 到目标变量之间有多少条路径，就加多少项：

∂z
∂x =

∂z
∂u

∂u
∂x +

∂z
∂v
∂v
∂x

例
z = eu sin v，u = xy，v = x + y，求 zx。

zx = eu sin v · y + eu cos v · 1 = exy[y sin(x + y) + cos(x + y)]
16 / 59



隐函数求导

隐函数存在定理（单个方程）
F(x, y, z) = 0 确定 z = z(x, y)，当 Fz ̸= 0：

∂z
∂x = −Fx

Fz
,

∂z
∂y = −Fy

Fz

方程组情形（两个方程）{
F(x, y, u, v) = 0

G(x, y, u, v) = 0
确定 u = u(x, y), v = v(x, y)。两边同时求导，解方程组

例
ez − xyz = 0，求 ∂z

∂x。令 F(x, y, z) = ez − xyz，Fx = −yz，Fz = ez − xy，

∂z
∂x = − −yz

ez − xy =
yz

ez − xy
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多元函数的极值

无条件极值（自由极值）
求 f(x, y) 的极值：

1 令 fx = 0, fy = 0，解得驻点
2 计算 A = fxx, B = fxy, C = fyy 在驻点的值
3 判别式 ∆ = AC − B2：

• ∆ > 0：A > 0 极小值，A < 0 极大值
• ∆ < 0：不是极值（鞍点）
• ∆ = 0：无法判定，需其他方法
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条件极值——Lagrange 乘数法

问题形式
在约束 φ(x, y, z) = 0 下求 f(x, y, z) 的极值。

方法
构造 Lagrange 函数：

L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λφ(x, y, z)
令所有偏导为零： 

Lx = fx + λφx = 0

Ly = fy + λφy = 0

Lz = fz + λφz = 0

Lλ = φ = 0
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条件极值——Lagrange 乘数法

例
在 x2 + y2 = 1 条件下求 f(x, y) = x + y 的最值。

L = x + y + λ(x2 + y2 − 1)

Lx = 1 + 2λx = 0, Ly = 1 + 2λy = 0 =⇒ x = y = − 1

2λ

代入 x2 + y2 = 1 =⇒ 1
2λ2 = 1 =⇒ λ = ± 1√

2
, x = y = ∓ 1√

2
fmax =

√
2, fmin = −

√
2
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板块三 重积分
核心思想

二重积分
˜

D f(x, y) dσ
几何意义：曲面 z = f(x, y) 在区域 D 下的曲顶柱体体积（当 f ≥ 0）

三重积分
˝

Ω
f(x, y, z) dV

物理意义：密度为 f 的立体 Ω 的质量

计算策略
降维：二重 → 两次定积分（累次积分）；三重 → 三次定积分
坐标系选择：区域形状决定用直角/极/柱/球坐标
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二重积分（直角坐标）

X-型区域：a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)
¨

D
f dσ =

ˆ b

a
dx
ˆ y2(x)

y1(x)
f(x, y) dy

诀窍：先对 y 积（内层），再对 x 积（外层）
Y-型区域：c ≤ y ≤ d, x1(y) ≤ x ≤ x2(y)

¨
D

f dσ =

ˆ d

c
dy
ˆ x2(y)

x1(y)
f(x, y) dx

如何选取积分次序？
• 被积函数：哪个变量更好积就后积哪个
• 区域图形：画图！决定是 X 型还是 Y 型
• 先积复杂函数，后积简单函数

易错
交换次序时必须重新确定上下限！
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对称性与变量代换

利用对称性化简
• 区域关于 xOy 面对称，被积函数是关于 z 的奇函数 =⇒ 积分为 0
• 轮换对称性：若区域和被积函数在变量轮换下不变，可简化计算
• 偶函数在对称区域上 = 2× 半个区域

一般变量代换（二重积分）

x = x(u, v), y = y(u, v), dxdy =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv

其中 J = ∂(x,y)
∂(u,v) =

∣∣∣∣xu xv
yu yv

∣∣∣∣ 是雅可比行列式。
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一般变量代换（二重积分）

例
计算

˜
D(x− y)2 sin(x+ y) dxdy，D 是正方形 0 ≤ x± y ≤ π。令 u = x+ y, v = x− y，J = ∂(x,y)

∂(u,v) =
1
2。

区域变为：0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ π。
¨

=

ˆ π

0

du
ˆ π

0

v2 sin u · 1
2

dv =
1

2
· 2 · π

3

3
=
π3

3
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二重积分（极坐标）

换元公式 ¨
D

f(x, y) dxdy =

¨
D′

f(r cos θ, r sin θ) r drdθ

易错！
千万不要忘记面积元素中的 r！这是极坐标换元中最常忘记的因子。

例
计算

˜
D e−x2−y2 dxdy，D : x2 + y2 ≤ a2。

¨
D

e−x2−y2dxdy =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ a

0

e−r2 r dr = 2π · 1− e−a2

2
= π(1− e−a2)
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三重积分（坐标系选择）

直角坐标
˚

Ω

f dV =

¨
D

dxdy
ˆ z2(x,y)

z1(x,y)
f dz

适用范围：投影区域 D 和上下曲面都较简单。

柱面坐标
x = r cos θ, y = r sin θ, z = z, dV = r drdθdz

球面坐标
x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ

dV = ρ2 sinφ dρdφdθ
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累次积分与交换次序

交换二重积分次序
要点：画区域图，重新用另一种型描述。

例
交换

´ 1
0

dx
´ x
0

f(x, y) dy 的次序。区域：0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x（三角形）
改写为 Y 型：0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 1

ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

f dy =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y
f dx

三重积分交换次序
三重积分可在三种坐标系内互换，核心仍是画出积分区域、重新描述边界。

27 / 59



板块四 曲线积分与曲面积分
四种积分速览

类型 名称 物理意义 核心公式

第一类线 弧长型 曲线质量
´

L f ds =
´ b

a f
√

x′2 + y′2 + z′2 dt
第二类线 坐标型 力做功

´
L Pdx + Qdy + Rdz =

´ b
a (Px′ + Qy′ + Rz′)dt

第一类面 面积型 曲面质量
˜

Σ
f dS =

˜
D f

√
1 + z2x + z2y dxdy

第二类面 通量型 流量/通量
˜

Σ
Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

核心区别
第一类（对弧长/面积）：标量积，无方向性，ds ≥ 0, dS ≥ 0
第二类（对坐标）：向量积，有方向性，投影可正可负
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第一类曲线积分（弧长型）

定义与计算 ˆ
L

f(x, y, z) ds = lim
λ→0

∑
f(ξi, ηi, ζi)∆si

将曲线参数化 L : r(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [α, β]：
ˆ

L
f ds =

ˆ β

α

f(x(t), y(t), z(t)) ·
√

x′2 + y′2 + z′2 dt

例
计算

´
L(x2 + y2) ds，L 是上半圆 x2 + y2 = a2, y ≥ 0。参数化：x = a cos t, y = a sin t, t ∈ [0, π]，

ds = a dt ˆ
L
=

ˆ π

0

a2 · a dt = πa3
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第二类曲线积分（坐标型）

定义 ˆ
L

Pdx + Qdy + Rdz = lim
λ→0

∑
(P∆x + Q∆y + R∆z)

参数化后： ˆ
L

Pdx + Qdy + Rdz =

ˆ β

α

(Px′ + Qy′ + Rz′) dt

方向性
第二类线积分与方向有关： ˆ

−L
Pdx + Qdy = −

ˆ
L

Pdx + Qdy
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第二类曲线积分（坐标型）

例
计算

´
L ydx + xdy，L : y = x2 从 (0, 0) 到 (1, 1)。参数化：x = t, y = t2, t ∈ [0, 1]

ˆ
L
=

ˆ 1

0

(t2 · 1 + t · 2t) dt =
ˆ 1

0

3t2 dt = 1
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第一类曲面积分（面积型）

计算
曲面 Σ : z = z(x, y), (x, y) ∈ D：

¨
Σ

f(x, y, z) dS =

¨
D

f(x, y, z(x, y)) ·
√

1 + z2x + z2y dxdy

例
计算

˜
Σ

z dS，Σ 是上半球面 z =
√

a2 − x2 − y2。

zx =
−x
z , zy =

−y
z ,

√
1 + z2x + z2y =

a
z¨

Σ

z dS =

¨
D

z · a
z dxdy = a · πa2 = πa3
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第二类曲面积分（通量型）

计算方法
以 R(x, y, z) dxdy 项为例（化为 z = z(x, y)）：

¨
Σ

R dxdy = ±
¨

D
R(x, y, z(x, y)) dxdy

上侧取 +，下侧取 −；其他项同理。

直接投影法
若 Σ : z = z(x, y)，方向为上侧：

¨
Σ

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =

¨
D
[P · (−zx) + Q · (−zy) + R] dxdy
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板块五 三大公式
边界与内部的关系

格林公式˛
∂D

Pdx + Qdy =¨
D

(∂Q
∂x − ∂P

∂y
)

dxdy
平面区域 D ⊂ R2

高斯公式（散度定理）‹
∂Ω

A ·n dS =

˚
Ω

∇ · A dV
空间区域 Ω ⊂ R3

斯托克斯公式˛
∂Σ

A ·dr =

¨
Σ

(∇ × A) ·n dS
空间曲面 Σ 上的曲线积分 → 曲面积分

统一思想
区域内部的「总量」= 边界上的「流通量」——降维转化
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格林公式（Green’s Theorem）

定理（无奇点情形）
设 D 是有界闭区域，P,Q ∈ C1(D)，则

˛
∂D

Pdx + Qdy =

¨
D

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy

应用
计算平面区域面积：A = 1

2

¸
L xdy − ydx

例
计算

¸
L(x2)dx + (y3)dy，L 是 x2 + y2 = 1 正向。

˛
L
=

¨
D
(0− 0) dxdy = 0
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格林公式——奇点处理（挖洞法）

含奇点的情形
若 Px,Qy 在 D 内某点不连续（有奇点），需将奇点挖去：

˛
L外

=

˛
L内

+

¨
D环

(Qx − Py)

即用一条小的内圈曲线包围奇点，积分转化为内圈上的积分。
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格林公式——奇点处理（挖洞法）

例

计算
˛

L

−y
x2 + y2 dx + x

x2 + y2 dy，L 是包围原点的任意正向闭曲线。

Py = Qx =
y2 − x2

(x2 + y2)2 =⇒ Qx − Py = 0 (除原点外)

在 L 内作小圆 Cε : x2 + y2 = ε2 正向后挖洞：
˛

L
=

˛
Cε

=

ˆ 2π

0

ε2

ε2
dθ = 2π
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高斯公式（Gauss’s Divergence Theorem）

定理
设 Ω 是有界闭区域，Σ = ∂Ω 取外侧，则

‹
Σ

P dydz + Q dzdx + R dxdy =

˚
Ω

(
∂P
∂x +

∂Q
∂y +

∂R
∂z

)
dV

散度

∇ · A =
∂P
∂x +

∂Q
∂y +

∂R
∂z

高斯公式简写：
‹

Σ

A · n dS =

˚
Ω

∇ · A dV

38 / 59



高斯公式（Gauss’s Divergence Theorem）

例
计算

‚
Σ

x3dydz + y3dzdx + z3dxdy，Σ 是球面 x2 + y2 + z2 = 1 外侧。

∇ · A = 3x2 + 3y2 + 3z2 = 3(x2 + y2 + z2)

用球坐标：
˝

Ω
3ρ2 · ρ2 sinφ dρdφdθ

= 3

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

0

sinφ dφ
ˆ 1

0

ρ4 dρ = 3 · 2π · 2 · 1
5
=

12π

5
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斯托克斯公式（Stokes’ Theorem）

定理
˛
∂Σ

Pdx + Qdy + Rdz =

¨
Σ

∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣
方向：∂Σ 的正向与 Σ 的法向量满足右手法则。

旋度

∇× A =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ = (Ry − Qz, Pz − Rx, Qx − Py)
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斯托克斯公式（Stokes’ Theorem）

例
计算

¸
L ydx+ zdy+ xdz，L 是 x+ y+ z = 0 与 x2 + y2 + z2 = 1 的交线。旋度 ∇× A = (−1,−1,−1)，

Σ 取平面的一部分。 ˛
L
=

¨
Σ

−dydz − dzdx − dxdy =

¨
D
−3dxdy
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路径无关与势函数

路径无关的等价条件（在单连通区域 D 中）
以下条件等价：

1
´

L Pdx + Qdy 与路径无关（只取决于起终点）
2
¸

L Pdx + Qdy = 0（沿任何闭曲线积分为 0）
3 存在势函数 u，使 du = Pdx + Qdy，即 ∇u = (P,Q)

4
∂P
∂y =

∂Q
∂x （在 D 内处处成立）

求势函数（原函数）
满足 ux = P, uy = Q：

u(x, y) =
ˆ x

x0
P(t, y0) dt +

ˆ y

y0
Q(x, s) ds + C

或先对 x 积 P（把 y 当常数），再对 y 求导与 Q 对比确定任意函数。
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板块六 无穷级数
知识框架

数项级数∑
an

敛散判别

幂级数∑
an(x − x0)n

收敛半径与和函数

傅里叶级数
a0 +

∑
(an cos nx +

bn sin nx)
周期函数展开

应用: 数项级数求和 · 函数展
开为幂级数 · 微分方程级数解
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数项级数——敛散判别法

正项级数
∑

an (an ≥ 0) 判别法
1 比较判别法：若 an ≤ Cbn（n 足够大），且

∑
bn 收敛，则

∑
an 收敛

2 比值判别法（D’Alembert）： lim
n→∞

an+1

an
= ρ


< 1 : 收敛
> 1 : 发散
= 1 : 不确定

3 根值判别法（Cauchy）： lim
n→∞

n
√an = ρ（判据同上）

4 比较的极限形式： lim
n→∞

an
bn

= L ∈ (0,∞) 则同敛散

常用参照级数
• p-级数：

∑
1
np 收敛 ⇐⇒ p > 1

• 几何级数：
∑

arn 收敛 ⇐⇒ |r| < 1
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数项级数——交错级数与任意项级数

Leibniz 判别法（交错级数）
交错级数

∑
(−1)n−1un（un > 0）收敛的充分条件：

1 un ≥ un+1（单调递减）
2 lim

n→∞
un = 0

绝对收敛与条件收敛
• ∑

|an| 收敛 =⇒
∑

an 绝对收敛（重排不改变和）
• ∑

|an| 发散但
∑

an 收敛 =⇒ 条件收敛
• 绝对收敛级数中各项可以任意重排，条件收敛则不可

例

判别
∞∑

n=1

(−1)n−1

n 的敛散性。un = 1
n ↘ 0，由 Leibniz 判别法知交错调和级数条件收敛（

∑
1
n 发散）。
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幂级数——收敛半径

定义

幂级数
∞∑

n=0

an(x − x0)n 的收敛半径 R：

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ 或 R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

收敛范围
• 若 R = 0：只在 x = x0 收敛
• 若 0 < R <∞：在 |x − x0| < R 内绝对收敛，|x − x0| > R 发散
• 端点需单独判定：代入 ±R，化为数项级数判别
• 若 R = ∞：对一切 x 收敛
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幂级数——收敛半径

例

求
∞∑

n=1

xn

n 的收敛域。R = lim |1/n|
|1/(n+1)| = 1。在 x = 1 发散（调和），x = −1 条件收敛。收敛域：

[−1, 1)。
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幂级数——和函数与函数展开

和函数的求法
• 逐项求导：在 (−R,R) 内可逐项求导任意次
• 逐项积分：在 (−R,R) 内可逐项积分
• 利用已知展开：借助 1

1−x , ex, sin x, cos x, ln(1 + x) 等的展开式

泰勒级数 / 麦克劳林级数

f(x) =
∞∑

n=0

f(n)(x0)
n! (x − x0)n（在收敛域内成立）
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必须熟记的基本展开

ex
=

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · (|x| < ∞)

sin x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
= x −

x3

3!
+

x5

5!
−

x7

7!
+ · · · (|x| < ∞)

cos x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1 −

x2

2!
+

x4

4!
−

x6

6!
+ · · · (|x| < ∞)

1

1 − x
=

∞∑
n=0

xn
= 1 + x + x2 + x3 + · · · (|x| < 1)

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1xn

n
= x −

x2

2
+

x3

3
−

x4

4
+ · · · (−1 < x ≤ 1)

arctan x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n + 1
= x −

x3

3
+

x5

5
−

x7

7
+ · · · (|x| ≤ 1)

arcsin x = x +
1

2
·

x3

3
+

1 · 3

2 · 4
·

x5

5
+

1 · 3 · 5

2 · 4 · 6
·

x7

7
+ · · · (|x| < 1)

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

3!
x3 + · · · (|x| < 1)

tan x = x +
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ · · · (|x| < π

2
)
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傅里叶级数

定义（周期 2π）

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx)

其中：
an =

1

π

ˆ π

−π

f(x) cos nx dx, bn =
1

π

ˆ π

−π

f(x) sin nx dx

奇偶延拓
• f 为奇函数 =⇒ 正弦展开：an = 0，只有 bn 项
• f 为偶函数 =⇒ 余弦展开：bn = 0，只有 an 项
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傅里叶级数

Dirichlet 收敛定理
若 f(x) 在 [−π, π] 上分段单调且仅有有限个第一类间断点，则傅里叶级数收敛于：

f(x + 0) + f(x − 0)

2

即连续点收敛于函数值，跳跃间断点收敛于左右极限平均值。
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级数典型例题

例

求
∞∑

n=1

n
2n 的和。解：利用幂级数：

∑
nxn−1 = 1

(1−x)2（对 1
1−x 求导），令 x = 1

2：

∞∑
n=1

n ·
(
1

2

)n−1

=
1

(1− 1/2)2
= 4

∞∑
n=1

n
2n =

1

2
· 4 = 2
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级数典型例题

例
将 f(x) = |x|（|x| ≤ π）展开为傅里叶级数。偶函数，bn = 0：

a0 =
2

π

ˆ π

0

x dx = π

an =
2

π

ˆ π

0

x cos nx dx =
2

n2π
[(−1)n − 1]
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板块七 证明题入门

多元微分类证明
• 齐次函数 Euler 定理：若 f(tx, ty) = tkf(x, y)，则 xfx + yfy = kf(x, y)
• 恒等式证明：直接求偏导验证，或利用对称性/链式法则
• 微分中值定理：多元推广，f(B)− f(A) = ∇f(ξ) · −→AB

用最值法/构造函数证不等式
步骤：

1 将不等式改写为 F(x, y, . . .) ≥ 0（或 ≤ 0）的形式
2 求 F 的驻点（和边界上的值）
3 比较得出 F 的最小值（或最大值），验证不等式

级数收敛性证明
常用工具：比较判别法 + p-级数/几何级数；比值/根值判别法；单调有界原理。
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例
an = 1 + 1

2 + · · ·+ 1
n , un = an

(n+1)(n+2)

1 1 < an < 1 + ln n
2

∑
un 收敛，并求其和

例
对有界闭区域 D，假设 z = z(x , y) 中必有 zxx + zyy = 0, zxy = zyx ̸= 0。证明，z 的最值只能在 D 的
边界上取到
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全册公式速查表（一）

板块 核心公式 易错点

空间几何 a × b = 法向量，(a, b, c)=0 ⇐⇒ 共面 叉积中间项负号

多元微分 dz = fxdx + fydy，∇f = (fx, fy, fz) 偏导存在 ̸⇒ 可微

重积分 dσ = rdrdθ（极），dV = ρ2 sinφdρdφdθ（球） 不要忘 r 或 ρ2 sinφ

线面积分 ds =
√

x′2 + y′2 + z′2dt，dS =
√

1 + z2x + z2y dxdy 第二类方向取正负号
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全册公式速查表（二）

板块 核心公式 易错点

格林
˛

L
Pdx + Qdy =

¨
D
(Qx − Py)dxdy 正向 = 逆时针，有奇点要挖洞

高斯
‹

Σ

=

˚
Ω

∇ · A dV 闭曲面取外侧

斯托克斯
˛

L
=

¨
Σ

∇× A · n dS 右手法则定方向

级数收敛 lim an+1

an
或 lim n√an < 1 端点必须单独检查！

幂级数 R = lim |an/an+1| 收敛域含端点判定

傅里叶 an = 1
π

´ π
−π

f cos nx 注意半幅延拓的奇偶性
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考试策略提醒

做题顺序建议
1 先做会做的：不要在一道题上卡太久
2 对称性优先：看到对称区域/函数，先考虑能否用对称性化为零或简化
3 三大公式判断：封闭曲线 → 格林；封闭曲面 → 高斯；空间曲线围曲面 → 斯托克斯
4 坐标系选择：圆/球 → 极/柱/球坐标；直角区域 → 直角坐标
5 级数端点必查：幂级数求出 R 后，别忘了检查端点收敛性
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结语

祝大家期末顺利！
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